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Le puissant instrument que l’Algèbre et l’Analyse 
emploient aujourd’hui sous le nom de Déterminants 
était, il y a peu d’années encore, difficile à connaître 
à l’aide des seules sources auxquelles on put alors 
puiser. Les grands géomètres s’étaient créé ce moyen 
auxiliaire en vue des hautes spéculations dont s’oc- 
cupait leur génie, et ils n’avaient guere songé à retar- 
der la construction de leur édifice par des considéra- 
tions sur les matériaux et les appareils, de la solidité 
desquels ils étaient parfaitement convaincus. De là 
il est arrivé pour les déterminants, comme pour tous 
les instruments importants des mathématiques, qu’ils 
sont restés longtemps la possession d’un petit nom- 
bre d’esprits d’élite, avant qu’une théorie méthodique 
en rendît l’intelligence et l’usage abordables aux 
esprits ordinaires. Le premier qui ait eu l’idée de 
venir en aide à l’Algèbre par la formation des sommes 
combinatoires appelées aujourd’hui déterminants, ce 
fut 1 illustre Leibniz, comme l’a remarqué Dirichlet. 
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Mais, sauf la lettre à l'Hospital du 28 avril 1693, 
où Leibniz parle avec conviction de la fécondité de 
son idée, on 11e connaît aucun autre passage d’où 
l’on puisse conclure que Leibniz ait cherché à tirer 
de nouveaux fruits de cette découverte. La seconde 
invention des déterminants par Crnjner, 1750, ne 
s’est pas perdue, à cause des services qu’elle a rendus 
aux progrès de l’Algèbre, grâce aux travaux de Cra- 
mer lui-même, et quelques années plus tard à ceux 
des Bezout, des Lnplace, des Vandermonde, des La- 
grange. C’est Yandermonde (Sur [élimination, 177a) 
qui a cherché à créer un algorithme des déterminants, 
tandis que Lagrange, dans son Mémoire classique Sui- 
tes pyramides , 1773, faisait déjà un usage très-étendu 
des déterminants du troisième degré dans les pro- 
blèmes de géométrie analytique. Mais ce qui a le plus 
contribué au perfectionnement et à l’extension du 
calcul au moyen des déterminants, ce sont les Disqui- 
sitiones arithmeticœ de Gauss, 1801. En partant de la 
considération des algorithmes qui se rapportent, dans 
cet ouvrage, aux « déterminants des formes quadra- 
tiques, » Binet et Cauchy, 1812, ont établi des règles 
générales, pour la multiplication des déterminants, et 
par là certains calculs sur des sommes difficiles à ma- 
nier ont acquis une facilité inattendue. Jacobi, avec 
son génie créateur, s’empara en 1826 de ce nouveau 
calcul, dont jusque-là les développements étaient - dus 
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surtout à Cauchy. Les travaux qu’il a publiés dans 
le Journal île Crelle sont des preuves éclatantes de la 
puissance de ce nouvel instrument dans la main d’un 
tel maître. C’est par les Mémoires de Jacobi De for- 
matione et proprietatibus deteiminantium et De de- 
terminanlibus functionalibus, 1 84 1 , que les détermi- 
nants sont devenus pour la première fois accessibles à 
tous les mathématiciens, et, depuis, leur théorie a 
reçu de divers côtés des accroissements importants. 

Le Mémoire de Jacobi De Jormatione , etc., qui 
n’a pas été rédigé pour l’usage immédiat de ceux qui 
commencent eette étude, et le traité de Spottiswoode 
intitulé : Elementary theorems relating to détermi- 

nants , London, i85i, et dans lequel, à côté d’un 
ordre convenable des matières et d’un bon choix 
d’exemples, on rencontre un grand nombre de négli- 
gences et même d’erreurs qui diminuent la valeur de 
l’ouvrage : tels étaient les seuls moyens que l’on eût 
pour arriver à la connaissance des déterminants, 
lorsque je me décidai à rassembler les matériaux, en- 
core dispersés pour la plupart, pour en composer une 
théorie des déterminants, suivie de leurs plus iinpor- 
tantesapplications. Mon travail était presque terminé, 
lorsque j’ai eu connaissance de l’ouvrage de Brioschi, 
intitulé: La teorica dei determinanti , Pavia, 1 854 - 
Ce traité, appelé par le besoin généralement senti 
d’une introduction élémentaire à la connaissance des 
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déterminants, bien qu’il ne soit pas toujours rigou- 
reux dans les principes, est cependant écrit avec une 
parfaite connaissance du sujet, et contient un riche 
trésor d’excellents matériaux. Aussi cet ouvrage s’est- 
il promptement répandu et fait apprécier. La traduc- 
tion allemande de ce livre estimable, publiée tout ré- 
cemment à Berlin, a été sans doute très-bien accueillie 
des mathématiciens d’Allemagne, et si j’ai eu le cou- 
rage d’achever mon Traité sur le même sujet, cela 
tient principalement à ce qu’il diffère de celui de 
Brioschi par le plan et par l’exécution. Pour mettre 
à découvert dans sa plus grande simplicité le noyau 
théorique de cette doctrine, j’ai exposé les princi- 
pales propriétés des déterminants et les algorithmes 
auxquels elles servent de base, dans un traité rédigé 
avec la rigueur synthétique, telle qu’on la rencontre 
dans les ouvrages des géomètres de l’antiquité, et 
lorsque cela m'a paru nécessaire, j’ai éclairci les prin- 
cipes "par des exemples simples. Pour comprendre 
avec clarté les propositions d’un système, il ne peut 
être qu’avantageux d’avoir toujours présent, auprès 
de chaque théorème, l’ensemble ries prémisses sur 
lesquelles il repose. Quant aux applications à l’Al- 
gèbre, à l’Analyse et à la Géométrie, je les ai réunies 
dans une section spéciale, pour en rendre l’intelli- 
gence plus facile en donnant aux sujets une plus 
grande liaison, et pour parvenir en même temps à 
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traiter chaque sujet plus complètement. Mais j’ai tou- 
jours cherché avec le plus grand soin à donner aux 
théorèmes et aux démonstrations toute la précision 
possible, partout où ils semblaient en manquer en- 
core. Dans le choix des notations et des dénomina- 
tions relatives à celte théorie, j’ai cru devoir user de 
la circonspection la plus minutieuse, parce quej sans 
cela, les nouvelles mathématiques menacent de deve- 
nir inintelligibles, à cause de l’extravagante profusion 
de termes nouveaux qui fait invasion dans leur voca- 
bulaire. Je me suis particulièrement efforcé de donner 
quelque valeur à mon travail, en cherchant à remon- 
ter autant que possible aux sources originales, pour 
pouvoir citer les premiers inventeurs des méthodes et 
les premiers auteurs des théorèmes. De telles cita- 
tions ne sont pas seulement un hommage que doit la 
postérité aux révélations du génie de nos prédéces- 
seurs, elles constituent aussi un élément de l’histoire 
de la science, et invitent à l’étude des grandes œuvres 
qui ont servi à l’édifier, et où se trouvent encore de 
riches mines à exploiter. Je ne puis m’attendre, à la 
vérité, à ce que mes recherches m’aient partout con- 
duit à de résultats exacts; mais j’espère qu’en pu- 
bliant mes erreurs je fournirai l’occasion de les rec- 
tifier. 

D’après ce que je viens de faire observer, il est imi- 
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tile de relever ce qui a pu être ajouté par mes propres 
recherches aux matériaux fournis par les autres. Il ne 
me reste plus qu’à exprimer ma reconnaissance pour 
la bonté avec laquelle mon savant ami Borcliardt m’a 
soutenu dans mon travail par les nombreux rensei- 
gnements dont je lui suis redevable (*). 

i f :■ * - 

(*) Nous avons introduit, dans la présente édition, un certain nombre de 
corrections que l'Auteur a eu l’obligeance de nous indiquer. ( Note du Tra- 
ducteur ) ' * , . : . . • . \ ..•••*■ 
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PREMIÈRE PARTIE. 

THÉORIE DES DÉTERMINANTS. 


§ I. — Partage des permutations d’ éléments donnés 
en deux classes. 

1 . Les éléments d’un arrangement dont on veut déduire 
les permutations se distinguent par leurs numéros d’ordre 
ou indices. Un élément est dit plus élevé qu’un autre, lors- 
qu’il a un indice plus grand. La combinaison d'un élément 
d’une permutation avec un des éléments suivants s’appelle, 
relativement à l’arrangement primitif, un dérangement (*) 
lorsque le premier élément de la combinaison est plus élevé 
que le second. Par exemple la permutation a, a ; a 3 a, con- 
tient quatre dérangements, a, a,, a 4 a s , a 4 a,, a 3 a,. 

Les permutations d’éléments donnés ont été divisées par 
Cramer en deux classes, dont la première renferme les 
permutations où il se trouve un nombre pair de dérange- 


(*) Cramer, Analyse des lignes courbes, 1700; Appendice, p. 658. 
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PREMIÈRE PARTIE, § t. 
monts, et la seconde les permutations qui présentent un 
nombre impair de dérangements. 

2. Théorème. — Lorsque dans une permutation on 
échange un élément avec un autre, tous les éléments res- 
tants conservant leurs places, le nombre des dérange- 
ments existants dans la permutation varie d’un nombre 
impair (*). 

Démonstration. — Soient g et h les éléments que l'on 
veut échanger , li le plus élevé des deux , A le groupe des 
éléments qui précèdent g, B le groupe des éléments com- 
pris entre g et /i, C le groupe des éléments qui suivent h. 
La permutation donnée étant ainsi 

Kg BA C, 

et celle que l’on veut former étant 
AABg’C, 

, , - t • 

la variation cherchée du nombre des dérangements pro- 
vient de la position que g et h prennent l’un par rapport 
à l’autre, et par rapport aux éléments contenus dans B. 

Soit (3 le nombre des éléments du groupe B, parmi les- 
quels il y en a J3, plus élevés que g , et (1, plus élevés que h. 
Alors, outre les dérangements qui existent dans B, il s’en 
trouvera, dans l’arrangement gB/i, |3 — parce 
que g est plus élevé que [3 — /3, éléments de B, et qu’il 
y a, dans B, j3 s éléments plus élevés que h. Au lieu de ces 


(*) La division des permuta lions fondée sur ce théorème est due à Bezout 
( Histoire de l’Académie de Paris , 1 764* p. 2g?)» et a été démontrée pour la 
première fois par Laplacc dans la même collection, 1772, t. II, ^p. ag/j ; elle 
Ta été ensuite plus simplement, de la manière que nous donnons ici, par 
Mollweide, Demonslratio élimina tionis Crameriame, Leipzig, 1811, § g, et 
par Gcrgonnc, Annales de Mathématiques, t. IV, p. i3o. 
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dérangements, l'arrangement à B g, formé par l’échange 
mutuel de g et de h, présentera (3 — , (3, 4- i 4- {3, dérange- 
ments , puisque h est plus élevé que J3 — |3 t éléments 
de B, que de plus h est plus élevé que g , et qu’enfin il y 
a encore (3, éléments de B qui sont plus élevés que g. 
La différence de ces nombres, 

P — (L-t-l-t-jii — (P — |îi + fh ) = 2 {i, — 2 .{h + I , 

i . ■ t 

est impaire, v c. q. f. n. 

3. Par des échanges successifs de deux éléments, on peut 
obtenir l’une après l’autre toutes les permutations d’un 
arrangement donné. Les dérangements que l’on rencon- 
trera dans celte suite de permutations seront alternative- 
ment en nombre pair et en nombre impair (2). Gamine le 
nombre total des permutations est pair, il existera autant 
de permutations de la première classe, contenant un 
nombre pair de dérangements, que de permutations de la 
seconde classe, contenant un nombre impair de dérange- 
ments. Ces permutations se déduisent de l’arrangement 
donné, les premières au moyen d’un nombre pair, les 
secondes au moyen d’un nombre impair d’échanges entre 
deux éléments. 

Deux permutations ^appartiennent à la même classe, si 
elles peuvent se déduire l’une de l’autre, ou se déduire 
toutes les deux d’une troisième, au moyen d’un nombre pair 
d’échanges entre des éléments pris deux à deux. 

4. Démonstration analytique du théorème (2). — Pour 
classer les permutations, formons dans chacune d’elles les 
différences des indices correspondant aux éléments, en 
soustrayant l’indice de chaque élément de celui de l’élé- 
ment suivant. Une permutation contiendra autant de dé- 
rangements qu’il y aura de ces différences qui seront néga- 
tives (1). 

i . 

' t 
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Le produit de ces différences est une fonction alternée 
des indices (*) qui prend la valeur opposée par l'échange 
de deux de ces indices. 

Démonstration (**).— Chaque dilférence en particu- 
lier, dans l’échange de deux indices, conserve sa valeur 
absolue; le produit conserve donc aussi sa valeur absolue. ' 
Si l’on désigne par i et k deux indices déterminés, et par 
cet s deux autres indices quelconques; par 

n(r— f)(r— A-), TI (r — s), 

les produits des facteurs ik>nt les formules générales sont 

(r— i)4/-— k), r—si 

si l’on désigne enfin par e l’une des quantités +i ou — i, 
le produit des différences à former pour une permutation 
donnée pourra se représenter par 

s (X — i) TI (r — i) (r — X) Il (r — s). 

Si l’on échange maintenant i et k entre eux, les produits 

II(r — /') (r — X) et TI{r — s) 

ne changeront pas, et k — i prendra la valeur opposée. 
Donc le produit complet prendra «la valeur opposée. 

c. q. f. n. 

Puisque, par l’échange de deux éléments de la permuta- 
tion, le produit en question change de signe , il s’ensuit que 
le nombre des différences négatives, et parlant aussi le 
nombre des dérangements de la permutation, varient d’un 
nombre impair, comme on l’avait déjà démontré ci-dessus. 


(“) Fonction alternée, suivant Cauchy {Juunml de l’École Volt technique. 
XVII e cahier, p. ?iO, et Analyse algêbriquc^i. III, p. a), — Funrtîo alternons , 
suivant Jacobi (Journal de Crelle, t. XXII, p. 36o). 

(** ) Jaiobi, ?. (Journal de Or//p, t XXII, n° 1 1 ). 
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S. L’échange des éléments d’un arrangement est appelé 
permutation circulaire, lorsque chaque élément est rem- 
placé par le suivant, et le dernier élément par le pre- 
mier. ' 

Par une permutation circulaire de tous les éléments , on 
tire d'une permutation donnée une autre permutation (pii 
appartient ou n appartient pas à la même classe, suivant 
que le nombre des éléments est impair ou pair. Car la per- 
mutation circulaire de n éléments peut s’obtenir en échan- 
geant le premier élément avec le second, puis avec le troi- 
sième, etc., ce qui fait ainsi n — i échanges d’éléments 
deux à deux. 

D'une permutation donnée on en peut déduire une 
autre quelconque par des permutations circulaires effectuées 
sur des groupes séparés d'éléments. Soient, par exemple, 

7 ?. 5 4 ’ 3 8 i (i 9 

les indices des éléments dans la permutation donnée, et 
a 9 3 8 7 4 1 5 fi 

' l . «. . 

les ind iccs des éléments dans la permutation à former. 
Commençons parle premier élément à déplacer dans la 
permutation donnée, et remplaçons successivement 7 par 2, 
2 par 9, 9 par '6, 6 par 5, S par 3, et enfin 3 par l’élément 
7 qui a servi de point de départ. On a ainsi séparé un groupe 
d’éléments sur lesquels ou a accompli une permutation cir- 
culaire. Maintenant, dans la suite des éléments restants, 
remplaçons 4 par 8, 8 par 4, ce qui accomplit la permuta- 
tion circulaire d’un second groupe d’éléments. L’élément 1 
qui reste encore ne doit pas être remplacé par un autre. 
D’après cela , la seconde permutation a été déduite de la 
première par des permutations circulaires partielles. 

En comptant pour un groupe particulier chacun des élé- 
ments qui, dans le procédé que nous menons de décrire 


( 
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pour déduire une permutation d’une autre, doivent èlrg 
remplacés respectivement par eux-mèmes, on a la règle 
suivante : . • - • ' . . - 

Deux permutations appartiennent ou n appartiennent 
pas à la même classe, suivant que la différence entre leur 
nombre et éléments et le nombre des groupes par la per- 
mutation circulaire desquels t uke des permutations don- 
nées peut se déduire de l'autre , est paire ou impaire (*). . 

En effet, si les permutations données sont composées de 
?i éléments, et que la seconde se déduise de la première en 
partageant les éléments en p groupes de a,, gt. . 
éléments, et en faisant subir à chaque groupe une permu- 
tation circulaire, ces' permutations circulaires pourront s’ef- > 
fectuer au moyen de 

( a, — l ) ■+“ ( — 1 ) -t- ( «a — I ) -4- . . 

échanges d’éléments deux à deux. Or on ai 
a i a, 

■ e - ' 

donc la seconde permutation peut se déduire de la pre- 
mière au moyen de n — p échanges d’éléments deux à 
deux. 

Pour amener les éléments du premier groupe à leurs 
nouvelles places, il ne faut pas moins de a i — i échanges 
d’éléments deux à deux, cl ainsi de suite. Donc, pour dé- 
duire l’uue de l’autre les permutations données, il ne faut 
pas moins de n — p échanges d’éléments deux à deux. Dans 
l’exemple ci-dessus, on a p — 3, n — p = 6; par consé- 
quent les permutations données appartiennent à la même 
classe. 


( 4 ) Cau.HY. Jour nal dt‘ i tenir Voly technique , Wll* rabicr , p. ; Analyse 
alf'nhrirjur , NolC IV. — J Al OBI, Del., 3. 
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§ II.' — Déterminant d'un système de «’ éléments. 

1. Si l’on considère m lignes horizontales de n éléments 
chacune, ou, sous un autre point de vue, n lignes verti- 
cales de ni éléments chacune, pour distinguer en général 
Ces éléments, il est commode de les aflecter chacun de 
deux indices, dont le premier marque le rang de la ligne à 
laquelle appartient l’élément, et Je second le rang de l'élé- 
ment dans sa ligne ( * ) ; par exemple, on écrira 

v ^ 1,1 ,7 • • • ^1,1» , 

^1,7- • 4i,n 

• ‘ * * * *..* T * 

(*m,\ ^n,7* • • ^rn t a • 

* * » r , * , 

Au lieu de a itl , on écrit aussi ou simplement ( i , A). 
Lorsque m = n, la série des éléments 

^i,i ^ï,l • • -• • &n,n j 

depuis le premier jusqu’au dernier, s’appelle la diago- 
nale du carré des éléments. 

2. On entend par déterminant d'un système de n* élé- 
ments, disposés sur n lignes de n éléments chacune, et 
représentés par a^i, i et A recevant chacun toutes les va- 
leurs i , 2 , . . . , n , la somme des produits de ces éléments 
pris n à n, de manière qu’il n’y en ail pas deux dans le 
même produit qui appartiennent soit à la même ligne hori- 
zontale, soit à la même ligne verticale. Le premier terme 


(*) Celle notation a élô employée pour In première fois par Leibniz 
Voir sa Lettre à L Hospital, 1I11 28 avril 1 Gq 3 , dans les Œuvres mathéma- 
tiques de Leibniz publiées par Geuiurdt, l. II, p. ailjy. 
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8 PREMIÈRE PARTIE, § ». 

du déterminant est le produit des éléments de la diago- 
nale, , 

<*1,1 <*!;»••• ^n,« • 

Du premier terme on déduit tous les. autres, en laissant les 
premiers indices invariables et permutant les seconds. On 
prend chaque terme positivement ou négativement, sui- 
vant que la permutation des indices qui a servi à le former 
appartient ou n’appartient pas à la même classe que le 
premier arrangement des indices. 

Le déterminant de «* éléments est dît du ri èm ' degré, 
parce que ses termes sont des produits de n éléments. Il est 
formé de i . 2 ... n termes, dont une moitié sont positifs et 
les autres négatifs (§ I, 3), et parmi lesquels il ne peut s’en 
trouver deux égaux et de signe contraire, tant qu’il n’existe 
pas de relations particulières entre les divers éléments. On 
désigne un déterininaut, d’après Cauchy et Jacobi, en ren- 
fermant le système des éléments entre deux traits verticaux, 
ou en plaçant sous le signe sommatoire le premier terme 
précédé du double signe ± ; ou, d’après Vandermondc, en 
plaçant la série des premiers indices qui servent à distinguer 
les éléments, au-dessus de la série des seconds indices (*) : 


<*l,1 <*!,»••• • <*t,n 



(*) Cauchy, Journal de l'Ecole Polytechnique, XVII e cahier, p. 52. — 
Jacobi, Del., 4» et Journal de Crelle, t. XV, p. 1 1 5. — Vandermonde, Histoire de 
l'Académie de Paris t 1772, t. II, p. 5 ij . Les déterminants ont été découverts 
par Leibniz (loc. cit.), qui a cherché à représenter par leur moyen la résul- 
tante de n équations linéaires à n — 1 inconnues, ainsi que la résultante de 
deux équations algébriques quelconques à une inconnue. Comme second in- 
venteur des déterminants, on doit nommer Cramer [voir § 1, J). La dé- 
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ÜXEMPEES : 

rlb, — Q, b. 


U b 
«I b, 

abc 
a i b,c, 
a ib,c, 


= ab,c , — ab,c , 4- a, b,c — a , bc , 4- a , bc , — rt,4,c. 


a b c d 

a , C; </, 

a, 6, c,</ 2 

**3 ^3 


/ t/b,c 2 dj- — ab. t -c 3 d, -) -ab 2 c i d l : — ab,c l d 1 -\-ab s c,d 2 — ab,c,d, 

J — a i ic 7 rf 3 -f-û, icjrfj 4- a, ê : c<7 3 — a-, b 2 c,d — «,‘6,crfi 4- a,b t cjl 
I H- a j 6c,rfj — a : bcjd , — a^U^cd^ 4- ,î: 3 rf4- a 2 b^cd t — a,bic,d 

\ — «j éc, (/,4»] icjrf. 4- «3 bfcd, — a, bfl:,d — a, b,cd, 4-ci, èjC, <7. 


3 . Les termes d’un déterminant peuvent aussi se déduire 
' du premier terme, en permutant les premiers indices et 
laissant invariables les rangs des seconds indices. Si 1 ou 
désigne, en effet, par À, A s . . . k„ une permutation quel- 
conque des indices 12... ti , alors «- 4 , »,«!,*,• • ■ «„,i„ ex- 
primera un terme quelconque du déterminant. Or ce terme 
se déduit du premier terme a, jt « S)! . . . soit eu rempla- 
çant les seconds indices 1,2 n respectivement par 

fit ,A„, soit encore en remplaçant, dans la série des 

premiers indices, A, par 1, k t par 2, . . . , k n par;i. On a, 
dans les deux cas, à effectuer le même nombre d’échanges 
des indices deux à deux, et par suite le terme déduit par 
le second procédé obtient le même signe que par le premier 
procédé. Par exemple, de 

#t,t ^J,2 O», J 


nomination de déterminant y introduite par Cauchy, a etc empruntée à des 
sommes formées d’après la loi ci-dessus, que Gauss ( Disquis . anth.) a nom- 
mées déterminants des formes quadratiques. Depuis, Cauchy ( Exercices de 
Mathématiques , Exercices d’ Analyse) a substitué au nom de déterminant 
celui de /onction alternée f et aussi l’expression de résultante employée par 
La place ( voir § I, 2), 


t)igitized by Google 



ÎO 

on déduit 
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Qa,} fl î,3 **.1,1 ^S,» 

en remplaçant les seconds indices 1 , 2 , 3, 4 >5,6 par 
3, a, i ,4.6,5. Mais le même terme peut aussi se tirer du 
premier terme , en remplaçant les premiers indices 
3, 2 , i,4, 6, 5 respectivement par 1 , 2 , 3, 4. 5, 6. Par le 
premier procédé comme par le second, il y a toujours 
quatre indices remplacés par d’autres, et dans les deux cas 
le terme déduit reçoit le môme signe. 

Deux systèmes dont l’un a pour lignes verticales les 
lignes horizontales de l’autre (et vice versâ ), 


«1.1 

«iU- 

• «i.» 

? 2 ,l •'/ y ^ 4,1 9 

flj.l 

«... • • 


<*.l,î **3.5 • • • n n,i 1 f 

H . . ’ ' • ’ * . ‘ 


• • 


«i,m • • a n ,n 9 

ont le même 

déterminant E ± a, 

,, a,. . , . //„ „•, Car chaque 


terme de l’un des déterminants se trouve dans l’autre avec 
le même signe. . \ ’ - . . \ . 

4. Théorème. — Un déterminant change de signe lors- 
que, dans le système de ses éléments, on échange une ligne 
(horizontale ou verticale) avec une ligne parallèle. Un 
déterminant s’évanouit identiquement lorsque les éléments 
d’une ligne sont égaux, chacun à chacun et dans le même 
ordre, aux éléments d’une ligue parallèle (.'’'). 

Démonstration. — Soient 11 le déterminant donné, R' le 
déterminant qu’on eu déduit par l’échange de deux lignes 
parallèles d’éléments: II' contiendra les mêmes termes que 
R avec des signes contraires. Car le premier terme de R' 


(*) I.API..ICE, Histoire de l Academie de Paris, 1772/1. 11 ^, p. 21)7. — YAnoer- 
honpe, ibid., p. 5 j 8 et 522 . 
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se déduit du premier terme de R par l’échange de deux des 

premiers ou de deux des seconds indices; il se trouve donc 
dans R avec le signe contraire. Tous les autres termes de R', 
qui se déduisent de son premier terme au moyen d’un 
nombre impair (ou pair) d’échanges de termes deux à deux, 
résulteront du premier terme de R au moyen d’un nombre 
pair (ou impair) de ces échanges. Donc tous les termes de R' 
se trouvent dans R avec le sigue contraire, c’est-à-dire 
qu’on a R' = — R. 

Si les éléments qui composent les deux lignes parallèles 
sont respectivement égaux dans le même ordre, alors, par 
l’échange de ces deux lignes, R se changera en — R : or 
le système des éléments n’est pas altéré par cet échange, et 
par suite — R=R: donc R == o, quelles que soient les 
valeurs des éléments. 

Par exemple, on a 

0 •* ». •' -- •: 


r/, » 

r* 

• * • 

« i.. 


t.i a t,i • • 
3 •’ • 





\ IJ_ 



a «.i 





• (*n,n 


>■ ‘ 

/. 

* 



* 


«2.1 • ■ 

• ^ï.fl 

ti u j 


a tf n fl 

1.3 • 

• W I,B 




«3.1. - 

* 0.',n 

«J,. 

= (- . 

rtj,! « 

».3 • 

• 

«».• 

— 





- 






«»;». ■ 

■ «».» 

«»,, 


n u 9 1 

fl, 3 • ; 

• fl.n 

«»,i 



«i, i ■ . 

• «1.» 

«I.i 

r 



«»,»•. 

. fl 7 

n 





. 

’ *4 

«m 

flj.i . 

■ 

A 








fl..»'- • 

• «j 

fl 

= o- 





n , 1 


■ «. 







lin général,, si /, , ainsi que r, s, r , . . . , désignent. 
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des permutations données de 1,2,.. n, on a 


a,; r tti Ê , a,,,.. 






«r.i 

a,,i 

«,.! - • . 

at.t ai,, ai.,. 



«i.r • 


. 


a.,k 


* * 





A tji 

(l s, h • • 

a/,r a/., ai.,. 

• * 

- 

«i. 1" • 



a u 

a,.i 

a,./. . .• 


£ désignant l'unité positive ou négative, suivant que les 
permutations données appartiennent ou non à la même 
classe. 

5 . Théorème. — Si les éléments d’une certaine ligue du 
système s’évanouissent tous à l’exception d’un seul, le dé- 
terminant du système donné se réduit au produit de l’élé- 
ment en question par un déterminant d’un degré moindre 
d’une unité (*). 


Démonstration. — Soit 


R = 


^ 1,1 • • • ^ t tlî 

fl n, 1 • • • fln,n 


et supposons que parmi les éléments 

fl*. 1 a i,i' flî.m 

t 

soit le seul différent de zéro. Prenons, dans le système 
donné, la i“ mc ligne horizontale d’éléments pour en faire la 
première ligne horizontale, et la k‘ imr ligne verticale pour 
en faire la première ligne verticale, de sorte que, j»l 
(» — i)-h (k — 1) changements de signe ( 4 ), R se change 


(-*•) Jacoui, Del, 5. 
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en 



fti,k tl n\ • • * a i.k—\ (l f,k+i' • a t.n 




. - 





4-M ,* * .* * 


fljùt ^«,i •••••••••••«• •••#•• 


où e _ ( ,)■+«. Par hypothèse, les termes de s R dans les- 

quels le premier des seconds indices est différent de A, s'é- 
vanouissent. Donc s R sc réduit aux termes qui se déduisent 
du terme principal 

&i t k • • ■ **n,n 

par la permutation des seconds indices i, a,..., À" i , 
^ _l_ i,. . à l’exclusion de A \ C est-à-dire, aux termes 
d’un déterminant de degré n— i (2), multipliés par le 
facteur a,-, j. Ainsi 



«i.t • * - «i,fr—i *h,I+t - • «t.* 


«i+i. I • • * 



e ayant la signification indiquée ci-dessus. 

Exevfi.es : • ' ■ 



"i 

«, «j «i 

A, A, b, 

= — rfj 

«, « 2 «, 
6, A, 

* . 

/*, 

O 

c 3 c, c, 

0 rfj 0 


ci c, r, 
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et 
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l a, a, a , 


. * 

10-00 


• 

Oi b j b 3 



o b i b u b 3 




b b , b t b s 



C x Cj t*3 

- — 


o c , c, c. 




c r, c 7 c z 



d x d? d 3 


» .• . 

O fl, </, -rf 3 




d ri, ti 3 1/ 3 


b. Il s ensuit réciproquement que tout déterminant peut 
etre mis sous la forme d’un déterminant d’un degré plus 
élevé. Par exemple, • . 



• 

I 

**/»4- i,t 

• ■ **/i4-l,/i 


1 

** 04 - 2 , 04-1 

**04-2,1 • 

• **«4-2,0 






- • 


a... 

* ■ **l,« 


t 

O 

«i.i 

• ■ «,.» 


O 

I 

■**«4-1 .1 • 

• **n-H,n 

• • • 






— 

O 

O 

«i.i . 


«».. 

• **n,n 




- 








O 


••« 0 .» 

, 



v '*' 







0 

0 


* **»,#» 


et ainsi de suite. Les éléments 


tf *-** 3 » * > • • • y **«4-2,07 **o-ri,« 4 -» 7 

qui ne se trouvaient pas dans le développement du dé- 
terminant primitif, pourront recevoir des valeurs arbi- 
traires quelconques, et par conséquent on pourra aussi les 
supposer nuis. 

7. Lorsque tous les éléments situés d’un même côté de 
la diagonale s’évanouissent, le déterminant du système 
se réduit à son terme principal. 


:WC. . . [51 


**l,l ** l # 2 **I,S* • •**!,« ' 

! • . 



a i,t **7,J* • • **2,« 

O 2 3 , • lïj.n 



V ' ^ ' 


Q «3.1 • «V. 

0 O **3,3 • • • **3,« 

— «i.i 





o o o . . . 

. • ' 


— 1,1 ** 2,7 • • • <1 n,n • 
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, / '» / ’ * . *. 

§ III. — Des termes d'un déterminant ordonné suivant 
les éléments d'une même ligne. 

1 . Théorème. — En désignant par i el k deux indices 
quelconques de la suite 1,2 par R le déterminant 
2 ± rt,,i a î)S . . par a t)k le coefficient de a i)k dans R, 

c’est-à-dire par a i>t st,;i la somme des termes de R qui ren- 
ferment l’élément a, tk : les sommes 

. . i * 

«I.|S|,|+ • • -+- «/,« a*.», 

«1,*+ ■ .-H 

auront pour valeur R ou zéro, suivant que i et A seront 
égaux ou inégaux (*). 

Démonstration. — Chaque terme de R contient l’un 
quelconque des éléments 

Qi, 1 y ^<,11 * • » ) &i,ny 

qui forment la i ,fm ' ligne horizontale, et n’en contient qu’un. 
Par hypothèse, c i it , ar it , est la somme des ténues de R oit se 
trouve l’élément a 1)( , et ainsi de suite. Donc 

R — n i,\ a i,t •+■ a i,i *4 j ■+■-••■+- a, „ a,_„. 

O11 trouve de la même manière l’identité 

R — fli.i a,,j + a,,,- «J,î ■+• • • 4" • 

I i . ■ ■ • . ■ • 

Si l’on y fait 

a, F i — &t t i , , 

ou bien . - • '• •. 

I ,« — ' y = * • • a 


(*) Cramer, loc. cil. — Calcuy, /oc. crl.,p.G6. — Jacodi, 0c/., G. Les identité* 
qui résultent de ce théorème pour le cas de n= 3 , se trouvent dans taçranpe, 
Sut les Pyramides, 7 ( Slémoires de l 'Académie de Berlin , 1773 ). 
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on obtient des sommes qui équivalent aux déterminants de 
systèmes où les éléments d’une ligne sont respectivement 
égaux aux éléments d’une ligne parallèle. Or ces détermi- 
nants s’évanouissent identiquement (§ II, 4). 


2. Pour multiplier un déterminant par un facteur, on 
multiplie par ce facteur tous les éléments d’une même 
ligne. Réciproquement, on peut placer devant le détermi- 
nant lui-mème tout facteur commun aux éléments d’une 
même ligne. Ainsi . . ' 


abc 


pa b c 


pa pb pc 

», b i c. 

= 

pa, b , c, 

= 

à, b, c, 

a, b, c 


pa, b, c, 


a , b t c-. 


C’est ce qu’on rend évident, en mettant le détermi- 
nant sous la forme a « 4- -4- «s a», ou sous la forme 

b$ 4- c y. On a encore 


a b 
a, b , 


— a b 

— a, b, 


a b c 
a 6, c, 
a b. r. 


a 


l b r 

l b , e, • 

i b , c. 


a i 

; c 


Ile 

a l 

t c, 

= ah 

1 1 c, 

a l 

► r. 


1 I c. 


— o. 


S. Si tous les éléments d’une même ligne sont compo- 
sés chacun de m termes, alors le déterminant peut se dé- 
composer en une somme de m déterminants. Si l’on sup- 
pose 

= P, 4" <7. 4- r, -+■ . . . , 

a i.i ~ P* 4” ?»4” r * ■+■ • • • * • 
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*7 


oh aura 


= «/. i 

*«, 

i ■+“ 2 “h • - 

■ • *+■ a i.n 


— P> 


i ■+• />> «i,i -4- • 


%i,n 

*+• 

“i. 

t *4- ^2 a /»2 "H • ■ 


*i.n 

-t- r, 
-t-. . . 

«1, 

1 -f" *»/ ”1” • • 


*i,n 


Les divers déterminants dans lesquels R se décomposé, sont 
formés de R en y remplaçant les éléments 

. - ' V v • , - ' 

rï<;| > ^/,î) '■ • • s fli.ny 


par leurs parties respectives 


P> 5 . Pif'-' ' > ' 

< 71 » 7»»* » *7"» 

etc. 


On a, par exemple, 


a a' , n , , n. 


n a y a 7 


a' a i a. 

ô-f-ii', 6,, ê. 

= 

b b { b 2 

-+- 

b’ b , è, 

c -i— r , c, , r 3 


C Cy c 7 


c' c , c, 


i. La valeur d’un déterminant n’est pas altérée, lors- 
qu’on ajoute aux- éléments d’une même ligne respective- 
ment les éléments d’une ligne parallèle, multipliés par un 
facteur commun (*) : ainsi 


a -f- b p , b , c 


abc 


b b ç- 

a + b,p, b,, c, 

= 

a , b , c, 

Z 7 

b, b , c, 

O -t - b 2 p y b t y C, 


0 3 c, 

„ J 

^3 C 2 


(voir 3 et 2), et le second déterminant est identiquement 
nul dans cette expression (§ II, 4). 


(*) Jaçobi, Jçurnal de Crelle, t. XXII, p. 3^i. 

r . 

. 2 
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Ex 


eaipi.es 


x — a, y — b 
x, — a , y, — b 


i , X —a, y — b 


l -.r y 

i , x, — a, y, — b 

= 

t x, y, 

1 , x, — a, y 7 — b 


I x,/, 

i , a —a, b — b 

V 

i a b 

l 

a 

S 

] 

= 

l x y 

I , x, ±- a , 'y, — b 


i x, r, 


(§11,6). 


5. Détermination du coefficient a ; , t qui multiplie l'élé- 
ment a it i dans le déterminant R. — Pour ne conserver 
que les termes de R qui renferment a it j’, supposons nuis 
tous les éléments d’une des lignes qui contiennent a,,», 
à l'exception de «qj lui-même. Substituons ensuite l’unilé 
à la place de a 1)t , et nous trouverons le coefficient eberebé, 



a,„ . . . 


. a i,k * t 

* ^ 1 ,*| 

v. 

«1-1,1 . • 


i- — l,4-f-l~ 

». • ^/-i ,n 

= 

O ... 

O 

1 o 

. . o 

<• 

a i+ 1,1 ■ • 


l <*14-1.4-4-1 * 


1 

. . . 

— i 

«il,* ■ 



expression qui peut se mettre sous la forme d’un détermi- 
nant du degré n— « (§ TI, 5). Si l’on prend la /"'"'ligne 
horizontale pour première ligne horizontale, et la k iimr li- 
gne verticale pour première ligne verticale, il se produit 
alors (,‘ — i) changements de signe dans «.,» 
(§11, 4), et l’on a par conséquent 


■«/.*='(- 0‘ +i 



• fli.i-i «i.»+i - • 

• <*i,n 

, • ♦ t • • 

<*1—1,1 • 



<*#-4-1,1 • 



<*n,i' • • • 

^ 
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Par un procédé analogue* on déduit de R le coefficient 
qui multiplie dans R le produit a f) j a Ty , , en remplaçant n,, ( 
et a r> , par l’unité, et mettant zéro à la place de tous les au- 
n - es éléments contenus dans les lignes qui se coupent 
en <t t * et en a r> ,. Ce coefficient se réduit à un détermi- 
nant du degré n — 2;- et ainsi de suite. 

6 . Détermination tle i,-,i par les permutations circu- 
laires. — Pour déduire de R tin autre déterminant, égal 
en valeur absolue, et dont le premier élément soit a, , , en 
se servant de permutations circulaires, il suffit d'effectuer 
successivement i — 1 permutations circulaires des ligues 
horizontales , et A — 1 permutations circulaires des lignes 
verticales, ce qui introduit 

• ■/" ■ < ■{' — ' -f* A 1 ) (* t > ) 

changements de signe (§ 1 , 5 ). On a par «conséquent (S) 


«,,» = (— 1 )(«-'> < i+4 > 



Dans les déterminants de degré impair, les coefficients «,■ * 
peuvent sedédui,re de «, jt par des permutations circulaires, 
sans changement de signe. On a, d’après cela, pour la 
iormation des déterminants par voie récurrente. 


a b c 
a, bée, 
a , b , c, 


b, c, 
! b, c, 


b 1 c, 
b c 


-f- a , 


b c 
b 1 c, 
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a b c d 
n, b, r, il, 
a, b, r, il. 
a, b. c, iL 
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b, c, il 


b.j Cj (L 

' - ! 

b, c , il j 

/ : 

b c d 

=p n 

b, r, il. 

a y 

l> 3 C; <f ? . 

■4- n \ 

b c d 

— n, 

b, c, d, 


b> cj il. 


b r d 


b, c, </, 


b, c, il, 


7. Détermination de a it î par la différentiation. —Si 
les éléments d’un système sont indépendants les uns des au- 
tres, il suffit, pour différentiel' R par rapport à a ik , de cou-' 
sidérer seulement la sommé a, yl a M . Or a it , est indépen- 
dant de a, t i ; par conséquent 


d R 

tla U 




Le coefficient de dans R peut donc s’exprimer par le 
quotient différentiel partiel 

-, i/R 
d«i, k 

Le coefficient de a iyi a ry , dans R entre dans a iyk comme 
coefficient de -et peut en conséquence s’exprimer en 
difïérentiant a,, épar rapport à i7 ri , , ce qui donne ■ 


rf>R 


rf«i,l da, \ , 




De ce coefficient on peut déduire celui de a,. yk a iy , dans R, 
en échangeant entre eux les premiers indices i et r, c’est- 
à-dire en échangeant la i‘' mt ligne horizontale du système- 
donné avec la r****.. Par là, R subit un changement de 


■(*) Jacobi, Dct ., fi. 

( ** } Jacobi, Pet .. 10. 
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signe', on a d6nc, pour le coefficient cherché , 

t 

' d’R iPR 


ita r i dai . 


da iik da r ,. 


Ou déterminera d'une manière analogue le cocflicienl 
de a it i d r , a„ t ,. dans R. On trouve eu même temps des rela- 
tions entre les troisièmes dérivées' partielles de R, Kl ainsi 
de suite. 

, ' _ vt k . ' 

8. Si les éléments du système, qui portent les mêmes 
indices dans l’ordre inverse,- tels que a ik et a Ut , dépendent 
l'un de l’autre, il en est de même aussi îles déterminants de 
degré ni , 



«i . r «1,. «1.1 • — 


«,,* etr.l • ■ ■ 

p = 

«*,r «*., «*./• • ■ 

et Q = 

tls.l • -• • 


ni.r a/., a/,,; . . 

Y % 

*tt,k • • 




* • • 


dont l’un se l'orme au moyen de l’autie en permutant la 
suite des premiers indices avep celle des seconds. " 

I. Si, en -particulier, = « f)1 , alors on a Q =, P, car 


P = 


n r,i a t.i • • • 


«r,i «i-.l «r.ï, • •' 

flr.k «,,1 «1,1 . ... 

: 

«i.i «,.* a, j. ■ ■ 

»r,l a, J . . 


fl/.i «1,1 «■,./. • 


. J 



(§ II, 3) 


II. Si l’on a n t)1 == — n () , , =i= o , alors Q = (— i)'l\ 

En ed’el, en multipliant chaque ligue verticale de P par p- 1 , 
et par suite (2) P par i )"% il vient 


(_.)"■ P == 


«r,. 

«1.1 



«r.l « 1,1 «r./ - • • 1 

«r.l 

«..*- 

«!,«■ • . 

_ 

«... «1.1 «J./. • - 

«f./ 

«1,/ 

«(,/■ . . 


«l.i «1,1 «!,/■-• 





••Ml' * • 


§ U, 3). 
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Si’ la suite des indices r, . est une permutation 

des indices i, k, /,• . . .-et que m soit impair, alors Q est, 
non-seulement == — P, mais aussi = + P (§ II, -I), et, 
par suite, le déterminant est identiquement nul. 

9. Théorème.’— En désignant, comme ci-dessus, par R 
le déterminant 


« 

• Oi,« 




1 "«.i - • 

• &n,n 1 


et par a <>4 le coefficient de a itl dans R, on a, dans l’hypo- 
thèse de ut# = a,,/ , 

- _ _ Y </R .... 

2(Jaik ( ), 

Au contraire, on a, dans l’hypothèse de = — a f>1 et 
de a iti — o , • • 

i i ' • 

r — (.- 1;- r, «,■.»-(- 1 )-' «i,i t 

et par suite, .pour « pair, ^ 


i rfR 

*2 < 

»/.<■ — o, 


«/,« = — «t,i = - -j 


•et pour n impair, > • ' 

' ’ 1' » 

' R = o .(*'•), «„*=«*,,« 

Démonstration. — ‘ Les propositions énoncées relative- 
ment à R et à a, ;< résultent des propriétés de P et de Q 
trouvées dans l’article précédent (voir G). On a de plus, 


(*) Jaco'bi, Journal de Ci elle , t. Xll, p. 20. 

(. ** ) J A cou 1 , Journal de Créllc, t. Il, p- 35.f. 
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en venu de la dépendance entre les éléments eorrespoji* 
dants rt (i) et «J,,- (7) , 
f/R 
dan 


tint., 

' *i,k + “i A • 

dan, >. 


Mais, d’après la première liypolhese, on a 
‘lai,, 




= 1 , = 


et par suite 


d R 


2 *<,*. 


f/tf,,* 

En vertu de la seconde hypothèse, on a 


et par suite (7) 


fiai', 

dan 


d R 


dan , 


— *n — *w 


Pour n pair, — «j,,- = par conséquent 
f/R 




— 2 a,,* • 


Pour n impair, s’évanouit identiquement, comme R 
lui -même, et l’équation 
f/R 


= a,-.* — a*,, 


dan 

donne le résultat déjà obtenu == a»,; • 

10. Différentielle d’un déterminant. — Si tous les élé- 
ments du système doivent être considérés comme des varia- 
bles indépendantes, alorSj.en vertu de l’équation (7) 
f/R 


dan 
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on a , pour la différentielle complète , 


■ _ ■ , dR — ^a,.i 

! ,•.* * ■ 

les tenues de cette somme se déduisant de a, ; i da ifi , en rem- 
plaçant i et k successivement par tous les indices depuis i 
jusqu’à. 7i. 

Soient, par exemple, • • • , y n des fonctions de x -, 

désignons le k‘ i ' n ' quotient différentiel de y, par t for- 
mons le déterminant 


R„ = 


■x< 

X* 

■Xn 

x>.< 

x*,< - • 

• ÿn.\ 

X>.n- 

y m l,n— i * • 

• 1 


et désignons par *!,,< le coefficient de dans R„. On a, 
d’après la formule que nous venons d’établir, 

tl Xi,k 


dK _ 

dx dx 

iji i,k 


_ V a Ji* k _ V 

— 2d Vi>t r/x — 2à r ‘‘ ,i ^ '' t+l * 


La somme (1 ) 

• » . ‘ c 

Hl.l/l.l-H X'l.t-t-1 -H • * • +«*,< 

s’annule pour toute valeur de À inférieure art — t; il 
reste, par conséquent, 




1 1 . Théorème. — Si l’on a R = £ ± a,^‘ a s> , . . . a n> „ et 


(*) Jacobi, Del., 6 . " f ■' ‘ , 

(**) Abel, Journal de Crelle, t. II, p. il — Malusten, Journal de Crellc, 
t. XXXIX, p. 91. 
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THÉORIE DES DÉTERMINANTS. 2J 

que a, it désigne le coefficient de « (> t dans H; si de plus 
B = Sdb b t , t b lft . . , et que fa soit le coefficient 

de l’élément b i>k dans B; si enfin on- forme au moyen de B 
de nouveaux déterminants B,, en remplaçant les éléments 
de là première ligne verticale 6, if b t) b n _ ,,, parles 
éléments on aura identiquement 

: a n,l B| -f" a n,2 Bj -t- . . . •+• y-n,n B n ^ O ( ) . 

* ' _ * 

Démonstration. — D’après (i), on a les identités 


a. n ,l 1*1,1 + «,,! fl|,! -+■ a n,n <*!,» 

a.,, a,,, -(-*ii,»n 2 ,i ‘-t- .. • -+• »l>.n a :,n 


’ a n,l «n— 1,1 -H *»,J On-1,3 -+“'••• + <•«— 1 ,« — O. 

En multipliant ces équations respectivement par les 
quantités 

pi.ii ^,i) - • • j ij-i 7 

et faisant la somme des équations ainsi obtenues, la quan- 
tité a„ { aura pour coefficient , dans celte sommé, 1 expres- 
sion 

B, = fl,,j pt,i -t- «:,i P>,I -t- • a n-\ ,i > 

qui se déduit du déterminant . 

B = b, sl 8,,t -+- b 7ti ’pi., -h . . r 4- ^n- 1,1 ^n— »,i> 

en remplaçant les éléments b iy i } b itl , . . . j b n _ lfl parles 
éléments a , jt -, a ifi 


(*) llezout ( Équations algchrjîjucs, 1779» § 220) a indique les «cas les 
plus simples de cette identité. - 
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X 

Exemples. — En écrivant, pour abréger, 
( ab), (abc), • f abcd 

au lieu de * 


n b 

’ / 

•> 

abc 
a, b, c, 

1 

a- b c d 
a, b , c, d, 

a, b , 


a, b 2 f , 


a, b,’c, d, 
a, b, c, d, 


(bc) (arf)-+- (ca).(bd) (ab) .(cd) — o (*), 

( bctl) ( aef ) — (cela ) ( bef) ■+■ (dab ) (ce/) — (abc) (de/) =: 6 , 

( bede) (a/gh ) ■+■ (cdca) ( bfgh ) -t- (deab) ( r/gk ) 

-+- (eabc) (dfgh) -\~(abcd) ( e/gh) — o , etc.... 

Remarque. — Les propositions géométriques çorrespôn- 
dautes ( voir ci-dessous, § XVI) ont été établies par Monge, 
1809 (Journal de »l' École Polytechnique, XV e cahier, 
p. 68), et, depuis, par Mœbius (Baiyc. cale., §§ 166 et 171). 
Le théorème précédent est contenu dans la décomposition 
générale du produit de deux déterminants, que Sylvesler 
a donnée (Philos. Mag ., 1 85 1 , t. II, p. i4a?compar. i 852, 
t. II, p. 342), et dont Faà de Bruno (Journal de Liouville , 
t. XVII, p, 190) a publié une démonstration très-simple. 

§ IV. — Décomposition d'un déterminant en une somme 
de produits de déterminants partiels. 

I. Théorème. — Partageons les lignes horizontales d'un 
système donné, de n * éléments en groupes, dont le premier 


(*) Celle identité se trouve déjà, d’après l’indication de Vandermonde 
{lac. eh., p. 1>»7), dans les Mémoires publiés par Fontaine, 1764 (au com- 
mencement* de sa Seconde méthode du calcul intégral, p..goJ. * 


( . 
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contienne Jes a premières lignes horizontales, le deuxième 
les (3 suivantes, le troisième les y suivantes : et ainsi de 
suite, de sorte qu’on aita-|-(3-f-y-)-...=;n; 

' Formons, avec une combinaison quelconque de a lignes 
verticales du premier groupe (rangées suivant l’ordre ascen- 
dant), le déterminant A de degré a; 

Parmi les lignes verticales du second groupe, laissons de 
côté les prolongements des lignes verticales qui entrent 
dans A, et avec une combinaison quelconque de 6 des lignes 
verticales restantes, formons le déterminant B de degré |3; 

Parmi les lignes verticales du troisième groupe, laissons 
de côté les prolongements des lignes verticales qui entrent 
dans A et dans B, et formons, avec une combinaison quel- 
conque de y des lignes verticales restantes, le déterminant 
C de degré y 5 et ainsi de suite; 

Parmi les lignes verticales du dernier groupe, laissons 
de côté les prolongements des lignes verticales qui entrent 
dans A, B, C, . . . , et formons, avec les lignes verticales 
restantes, un déterminant de degré n — a — (3 — y. .. . En 
formant le produit ABC ... de toutes les manières possibles, 
et donnant aux divers produits le signe ou le signe — , 
suivant que la série de tous les seconds indices est une per- 
mutation des seconds indices donnés appartenant à la pre- 
mière ou à la seconde classe; la somme de ces produits est 
égale au déterminant donné (*). 

Démonstration. — • Un produit tel que ABC. . . renferme 
ceux des termes du déterminant qui se déduisent du terme 
principal 

* 

•» * ®l,l **• Gn,n y ~~ 

en laissant invariables les premiers indices, et partageant 
au contraire les seconds indices en groupes (rangés suivant 


(“) Jacobi, l)(t . , 8 , d’après Laplace, loc. cil., p. 39/1 . 
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l’ordre ascendant) de a, fi , y,.'. . indices, et permutant les 
indices dans chacun de ces 'groupes. Si l’on efleétue le grou- 
pement de toutes les manières possibles, et que l’on permute 
chaque fois les indices dans les divers groupes, on obtient 
toutes les permutations des seconds indices donnés. La 
somme de tous les produits ABC . . . comprend par consé- 
quent tous les termes du déterminant donné. 

Le déterminant A peut être composé de 

n(n — i). . .(« — a-t-iv 

x ' ' i . .a 

manières différentes, puisque c’est là le nombre des combi- 
naisons de n indices pris a à a. Pour chaque déterminant A. 

on peut former 

que c’est là le nombre des combinaisons fi à fi des n — d 
indices restants. Pour chaque produit AB, on peut former 

déterminants C différents, et ainsi de suite. 

Par conséquent, on peut en général former 

I n\ / n — «V / n — x — p \ __ 1.2 .. . n 

\x J \ fi / \ 7 / 1 .2. 1.2.. . p. 1 .2. . .7 ..., 

produits ABC. . . , dont la somme compose le déterminant 
donné. O11 retrouve f en effet, le nombre des termes du dé- 
terminant (1.2 ...«), en multipliant le nombre des pro- 
duits ABC. . . par le nombre des termes d’un tel produit 
( 1 .'2 . . . a . 1 . 2 . - . fi • t . 2 . . . y . . . ) . 


(T) 


déterminants B différents, puis- 



Fxemple : 


n a , o, a 3 


a a x 


c, c. 

1 a 

n 7 


c, ci 

, 1 n a. 


f, C t 






— 




+ 1 



b< b, b 3 bs 


b b x 


fl, fl, 

1 b 

b 1 


il, tl 3 

1 b b 3 


<i\ di 

c c, c, c. 


n 7 


C Cj 

1 a 


* 

c c, 

1 n, n. 


C Cp 


-h 




— | 




+ 1 



fl fl, il, il, 


b x b , 


fl<h 

1 * 

b , 


d fl 

l K b > 


d r/. 
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La décomposition d’un déterminant du n“'"‘ degré en une 
somme de produits formés chacun d’un déterminant du 
•i c degré et d’un déterminant du ( n — i )‘' mr degré se trouve 
traitée avec développement par Jacobi ( Det ., g el 10). . 

2 . Lorsque les éléments du système d,onné, qui ont t li- 
gnes verticales et n — / lignes horizontales communes, s an- 
nulent, le déterminant se réduit au produit d’un détermi- 
nant de degré t par un déterminant de degré n — / (*) 


a Xt 1 . 

. <i,.i 

a \ • • ; 






' 

i- 

•• a i,i 

•* » 

• • • 

«... 


° 

d\,i 


a i+i»i+i' • * 

0 • 

. O 

, 1 -H • • 

• **»-*-!, Il 




«/.<' 


• • • ^n.n 

0 .■ 

O 

*«.#+■ ■ • • ■ 

«n .» 


« t 

r\ 

\ 

■ri 


Si l’on partage en effet le déterminant donné en une 
somme de produits de déterminants du i‘ cme et du( n — ï) ume 
degré, en réunissant dans un môme groupe les n — / lignes 
horizontales désignées dans l’hypothèsç, et dans un autre 
groupe les t lignes horizontales restantes , parmi les déter- 
minants de degré n — /que l’on aura à former, un seul 
sera différent de zéro. 

ff. Si l’on désigne en général par 

/, v r > *»'••> 

/,' , «> V,.. . , 

deux permutations de i , 2, . . . , g, • • -'et /, A, . . . étant 
des groupes de m indices, tandis que r, s ,. , . et «, n, . . . 
désignent les n — m indices restants; le déterminant de de- 


(*) Jacori, Dct., 5. 
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gré m ■ 

ofA eif.t ■ . . 
a g.i a g.k- ■ • 

■ * , . 

s’appelle un (n — rn)“ m ' déterminant partiel, par rapport 
au déterminant de degré n, 



Le coefficient de ce déterminant partiel dans R peut se trou- 
ver en remarquant que l’on a 

«/.< «/.*••• «/,«#/>••• 
a g.i a g,k‘ • ■ a g,« a g,r • • 

Qr,i Qr,lf • • ^ r,u &r,v* • *- 
^i,i Gi.k» • • &s,r • • • 


s désignant l'unité positive ou négative,, selon que les per- 
mutations données appartiennent ou n’appartiennent pas 
à la même classe (§ II, i). En décomposant t R en produits 
de déterminants de degré m et de degré n — m, on obtient, 
pour le coefficient du déterminant partiel 

a t.i a t.k ■ ■ • 

°g.i a g.k- • ■ 


(*) D’après la dénomination adoptée par Jacobi, Journal dcCrtlle, t. XX VU, 
p. ao6, et t. XXX, p. i36. Comparez avec les systrmct dfrivts de Cauchy, 
toc. cil., p. pti. 
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THÉORIE DES DÉTERMINANTS. 


dans « R, le déterminant partiel 


f 


u tifs. , . 

tis.H ti,,y. . . 


Le coefficient cherché est donc, e ayant la même significa- 
tion que ci-dessus, 


tir, u ti r v . . . 

tij, u fig.p • • • 


expression qui coïncide avec le coefficient du produit 
• •, dans R (§ III, .7), 


rt“ R 


'/«/., dn g .t. ■ ■ 

i. Le développement du déterminant 


, ’ 

«■.. -+- = 

. "l.ç 

. .-/(*) = 

tij.i z « . 



tin, 1, ^n.J 

• ti„ t , t 

suivant les puissances de z donne 



n. + z R«-i -t* ®" 1 ^ 


Y 


expression 



«.,/ • • • 

«i.i «*.( ■ • - 



étant un déterminant partiel du degré m, dont la diago- 
nale est formée d’éléments appartenant à la diagonale de R„ , 
et ER m désignant la somme des déterminants qui se dédui- 
sent de R,„ en remplaçant les indices i, par toutes 
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les combinaisons différentes des nombres i, a,..., n\ 
pris mirai*), ; 

Démonstration. — On aperçoit immédiatement, que le 
premier terme R„ coïncide avec f (o), et que le dernier 
terme est bien z". Les termes du 1 développement qui con- 
tiennent z'" résultent des termes du déterminant f{z) dans 
lesquels il entre m éléments quelconques de la diagonale. 
En désignant maintenant par i, h,. . . une combinaison 
quelconque (rangée suivant l’ordre .ascendant) de m in- 
dices de la suite i, a,-. . ., n, et par r, . . . les indices 
restants, on a (§ II, t) 



a t.i + 

z a it ; . . 

♦ * a i,r 

a,.,. ...... 



at.i -1- - ■ 

■ ■ <*».<• 

<*k.s 

/(*)=- 

<*r.i 

«,.* .... 

• flr.r + 3 

a r .t 

\ 


a,./, • • • • 


z. . . 


J (z) étant mis sous cette forme, on reconnaît, par le théo- 
rème l, que le développement du produit 


a, -+- z fl, i l ..... . 



at.i at.i- hz..\ 


a,., a,,. -+- z . 

X • 




forme une partie du développement cherché du détermi- 
nant f[z). Le développement du premier facteur suivant 
les puissances de z se termine par z m , celui du second fac- 
teur commence par 

G'r.r Gr,t • • • . « 

t . . * ‘ . 

<*s,r > - * 


(*) J.scobi, Journal de Crelle , t. XII, p. î5. 
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Par conséquent 


33 


O r ,r «r., ■ 

a., a,. 


est la forme générale d’un des termes du développement 
cherché, qui contiennent z m . En remplaçant les indices 
i, . par toutes les combinaisons possibles m à m des 
nombres de la suite i, 2,. . n, et par suite r, s , . . . par 
toutes les combinaisons possibles n — mkn — m des mêmes 
nombres, on obtiendra tous les termes def ( z ) qui contien- 
nent z m en 'facteur. 

• - . » 

§ V. — Des déterminants ordonnés suivant les produits 
des éléments de deux lignes qui se coupent, 

1 . Théorème. — En désignant par R le déterminant » 

2 ± <2|,i a ty t * ■ . a„,„, par R' le coefficient de l’élément a ry , 

dans R, et par « /( j le coefficient de l’élément a, dans R', 

on a • ' . ‘ • 

- . •• > • , • 

", R = a r , s R' 2 a '.t a ‘.> “*.<• 

\ ■ ' V M 

On obtient les différents termes de la somme en faisant (*) 

“• * / 

/ = 1 , 2, . . , r — 1, r 4- 1 , ... . , n, 

i , * • * . \ • } ' t V 

X = 1 , 2, . . . , s — i , n.. 

t % \ 

Démonstration. — Les termes du déterminant R con- • 
tiennent ou bien l’élément a r> ,, ou bien le produit de deux 
éléments appartenant aux lignes qui se coupent suivant a ry , , 
par exemple, le produit a ryt a iy „ h désignant un indice 
quelconque différent de s, et i un indice différent de r. La 

1 - ' • ~ I , — li 1 -- t r - - . r ‘ • 

- /’ * f , • . ’ . . * ’ - • ’ ‘ 

(*)Cauchy a donné un cüs particulier de cette formule {Journal de 
l'École Polytechnique, XVlI* cahier, p. fr)). . ' , ‘ . 

’ . .. V .V • *-• ,3 ■ - 


1 ' 


* • > 
’ Y. s 




* * t 
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somme dès termes île B qui contiennent est par hypo- 
thèse o, v R'. Lu coefficient du produit a, yk à i)t dans R est 
d’ailleurs égal et de signe contraire au coefficient de a lyk 
dans R (§ III, 7), et par conséquent égal et de signe con- 
traire au coefficient de a, , dans R'. Donc — «, , est le cocf- 
ficient de a ryk a iy , dans R. 

Corollaire. — D’après les notations précédentes, le coef- 
ficient de l’élément a r )t dans R est 


2 •(«=='»•» 


1 , r + l , . . . , n). 


De même, le coefficient de dans R est 

* J • \ ■ ■ - • ' ' V 7 \ J 

— 2 a '-* *>’■*» (* = •«, ^ s-i, < + i a). 

A ’ ' • 

2. Si le système des éléments donnés est symétrique, de 
sorte qu’on ait a kyi = à iyk , et que R' soit le coefficient de 
l’élément « r . r dans R, et y., yk le coefficient du l’élément a ijk 
dans R', on trouve. (i) 

. \ , R — y,— Or i V,t *,.j- 

Les termes de la somme répondant à des valeurs inégales 
de i et de k, sout, daus ce cas, égaux deux à deux, puisque 
«J,, = «. I (§ nie 8), ; 

Exemples’: 


a b 9l b 99 
b , , a, b„ 
b ni b h a 9 
a l/ 0 i b 9k b 9k 
b 9 \O k bxibw 
b,ib.iti, bi j 

b K b n b„a, 


— aa t a, — ab], — — n,6;, i b„, b„,b K . 


J " , , . 

j = a[a,a r at—-n,b , 3 — a?b 7 ti — 4 - ^b r .b xi b^) 

— b \ , \a % ai — b \ 8 ) — b\^{a x a 2 - b %h )^ b\ t (a t a, — 
4 r 3 L^*i ^oî (&* b x i —— b{^p2 3) 4 ~ ^ ^01 (^3 b rj — ^ l2 ^23) 

»* * * * .. . . . * , . ’ , ‘ » - 


K i)- 


‘ , t . 
• \ . 
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= a , a] -4 - b* b \ + c 7 c] — 2 aa, bb,—~ 7 aa,cc t — ibb x cc t 
= {aa t + éé, — ce,) 2 - — [\àa t bb, 
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Comme cas particuliers, on a 

o a b 

a o c 1 “ 7. abc 
b £ o 
o abc 
an c, b, | 

V. ' 

b c, o a, | 
c b, a, o 

— _ + ^cc!) (V' 7 ' 2 ' + v/ 6 *. — ^«0 

X‘(v^ — -+- V^çî) (~r \jaa^-\- \fbbi +^cc,). 

loi l » I 

’i o c i I = n 2 b* -+- c’ — 2 a A — 2 bc — 2 ne 
i r o n | ={n + i — c)’ — 4 
i è n o i 

= _ (yô + ^6 -f- \fc) ( \Ja -+- ^b — \Jc) \\/a — \Jb -h \/c) 

l;;l ( xt-^+^+fO- ' 

§ VI. — Z>es produits de déterminants. 

1. Théorème.— Formons, avec deux systèmes donnés 
d’éléments , 


a \,\ y • » 


“n.l > * • • J> n»/> r 


^1,1 • • V 


et 


^n,i » • 1 . ^n./> 


un troisième système d’éléments., 


,r ■> r • • y 


Cn, i 




de telle sorte que le ft""* élément c,,; dé la i iim ' ligne hori- 
zontale s’obtienne en multipliant les éléments de lai rtm ' 

• . • ’ 3. 


»* •. . * 
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ligne Koriz<|ntale du premier système 

; l> a i,i9’ • • 9 tl l,p -t ‘s. k * 

respectivement par les éléments de la à"’"* ligne horizon- . 
taie du second système • . ' ' . ■ 

bb.\ , blt,l , • • > , bk.p 9 

et taisant la somme des produits, ce qui donne 

, ‘ c i.b — di.i bt,% 4- #i,i £*,*•+■ ai,f bt, f . ■ 

Désignons par R le, déterminant de ce système 

2 ± -'-Un- ’ . 

Formons, au moyen d’une combinaison de n lignes ver- 
ticales quelconques du premier système, le déterminant P, 
et au moyen de P, par le changement de a en b , le détermi- ' - ï 
uant Q, dont les éléments appartiennent au second -sys- 
tème. En formant la somme de tous les produits PQ pos- 
sibles , on a 

7 , 7.;-; : R =2> ; ' 

Quand p — > n , R se réduit au produit unique PQ. Quand 
p <^r?, R est identiquement nul (*). ■' 

Démonstration. — 1 En faisant prendre à chacun des in- 
dices indéterminés ly s, /,... successivement les valeurs (. ’ 
i, à, . . . ,p, alors, par hypothèse, le terme principal du 
déterminant sera 

c,., C. , y è»., V/.y. 

! - ’ 7 • ^ % > 14 » ' * * ■ *; - 

“ ^ \r fyz.i • • • • 

, rM- : v* / * . ' * ■ " *.«. . \ 

- V 

• ' V ■* ‘ - 

(*) Btsr.T et Caccut (dans des Mémoires publiés on même temps, Journal 
de l'École Polytechnique, XVI' cahier, p. aSfi, ol XVH° cahier, p. 81 -et 
107), ont déduit cette proposition de la considération des cas particuliers 


I 
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De là on déduit les autres termes de R, en permutant les 
seconds indices des éléments c, les premiers indices de- 
meurant immobiles. Or, dans cette opération, les premiers 
indices des éléments b sont seuls permutés sous le signe 
sommatoire, tous les autres indices n’éprouvant aucun 
changement. Par conséquent on a • 

R = ^ (a, ■ S ±b,, r b, t , | , ' 




,r Ql.s Gi,t ■ ■ • Q- 

*- * • i 


I.e déterminant Q s’annule lorsque deux des indices r, s, 
t , . . . sont égaux entre eux (§ 11 , 4 ). On obtient donc tous 
les termes de la somme à former, en remplaçant /■ s , t , ... , 
par tous les systèmes de valeurs de n indices différents 
pris dans la suite i , 2, .. .p. ■ ' 

Si l’on ■* a maintenant p rt, alors R == o. Car, parmi 
les indices r, s , t, . . . , dont les valeurs doivent être prises 
S dans la suite 1, 2,.. . . ,.p, et qui sont au nombre de «, il 
faut qu’il y en ait quelques-uns égaux entre eux; par con- 
séquent, pour toutes les déterminations possibles de r, 5 , • 

t, , on aura identiquement 


Si p = 11 , alors on ne peut prendre , pour système de va-' v 
leurs des indices r,s,t, . . . , que les diverses permutations 
de 1 , 2 parce que , pour tout autre système de va- 
leurs, Q serait identiquement nul. Or, parla permutation 
des indices r, s, t, . . Q se changera soit en Q, soit en 
— Q (§H, 4 ); par conséquent, la somme désignée par R 

: ' 1 ... ■■ ^ ; : : 

qu'avaient donnés Lagrange {Mémoires de l'Académie de ' Berlin , t *7/3, 
pf. a 85 ) et Gauss ( bisquis. arilhni., 1^7, i 5 f), 268, 1 '. Voir Jacobi, Dct.,, l\ 
et *4' . . ' ’ , 
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côntienttouslèstermesdudéterminant ^rfc a,,, a,,i...a nj „, 
multipliés parle facteur Q; c’est-à-dire que l’on a 


fl i.i • • fl\ r« 


^l>l • • • b |,„ 

. . î . . 


. v . 

v ,, 


- \ ’ 



bn, i • • • ^n.n 


R = 


Si p^> n, on peut prendre d’abord pour systèmes de va- 
leurs des indices /*,' s , t , . . . , toutes les combinaisons n à n 

des nombres i, 2,* . p. On trouve sinsi termes de 

la somme cherchée, d’où l’on peut déduire tous les autres 
en remplaçant, chaque combinaison r, s, t , . . . par ses di- 
verses permutations. D’après les remarques qu’on a faites 

pour le cas des p = n, chacun des j termes , joint à > 

ceux que l’on en déduit, forme le produit de deux détermi- 
nants PQ. On a donc 




fl l ,r # 1.J • 


^l.r b »,/. . . 

.<■*.. • * 

^3,r fl l,/ fl'ï.t* • • 


bj t f. . . 

fly,r A*./ Ai,t» • • 


^3,r ^3,4 ^3.1* • • 

/• 


»• 



•r 


où l’on prendra pour les systèmes de valeurs r, s , t , . . . , 
toutes les combinaisons n à n des nombres de la suite 

1, 2,.,’.,/r. . .. ...t . - ; •. v - . -v 

. * . « . * , * - r , * ^ . 

Exemple. ■*— En posant 

Cï'i a bk,\ -H Qi t \ bk , a -fc- bk, j, / 


C\,i ^l.ï Cf, S ^t.4- 
c i,i ï :,i Çi.x 

» .Csj * 3.3 * 3.4 
<*4,i Ci i | 
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et 


3» 


Oj A , 2 A , 3 


« 1,4 ff |,3 ®l,î 


èi.j 

v. . . 

. ^ * 




A, 1 c i.i c t,i 

z=z‘ 

« 2 ,T 


* 1.3 * 2,3 

'<>,1 A, 3 A*., • 

• 

«i.i ^ 3 ,S A,î 


*3.1 *i,v * 5,5 


«V,i A, a 
A,|. A,3 


ûi,t tfi,a 
**2,1 ' **2,2 


^1,1 ^ k,i 
^2,1 ^2,2 


«1,1 "«,3 . 
^ï,i- ^î.i 


*i.i .*i.j 
*3,1 *3.1 


V • 

« 1.2 «1. :, 


^l.*2 ^1,3 

+ 




f 



^2,3 

•* * 




égaux aux éléments a marqués des mêmes indices , alors 
le système des éléments c est symétrique; e’est-à-dire 
qu’on a 

... ' • v 

«V.* = = « 1.1 "r,i + «i .3 «*,2 4 - . . ■ -+- ttj, p at, pt 

et par suite , 



A,l • • » A',« 


«1 ,r «1 ,i Q\,t •. • • 


V , . » \ 

= 2 

flj.r «3.i A’,1 ■ • • 

l , 

A* !• • "^«,n 


#:t,r «3,/ * * 

t 



• • 


en prenant successivement pour systèmes de valeurs de 
/•, toutes les combinaisons « à n des nombres 

r,2,..., p, et faisant la somme des résultats. 

Tant que les éléments n sont réels, le déterminant 

Y± c K , c, )t . . .c„ } „ est positif, et ne peut s'annuler que si 

le déterminât) I * 





<l t \ r 


•* _ „ 






■' r 

. " . 


fh.r 

«7, J « 2 ./. • 




» •• « 



J 


.i 

. 3 • 

*.;.r 

fl'S.t /*».!• • 


S- 



• \ /*' 







" 


- - y‘ 


. ; 
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est nul pour toutes les combinaisons r, s, t,. , . (*). Le cas 
particulier 


ri 


■+• y* -+- 


*•*1 -H rjv-t- 
X,x -hy^-hi,-, x\ +jr; ■+■ z], 
x,x +y,y-{- ZiZ, x,x,-i -y,y,-hz,z„. 


'XX, -t -)Y, -(-ZZ. 


x, XjH-jr, jv- 


-I z j 


* 7 ; 

-r, s, 

J-j /j z, 

avait déjà été trouvé par Lagrange (Sur les Pyramides , 3). , 

3. Le produit de deux déterminants P et Q de degré n 
• est un déterminant. B de même degré , que l’on peut écrire 
sons quatre formes, en général différentes entre elles (* ¥ ), 
en composant chacun de leurs éléments soit avec une ligne 
horizontale de P et une ligne horizontale de Q , soit avec 
une ligne horizontale de P et une ligne verticale de Q, soit 
avec tme ligne verticale de P et une ligne horizontale de Q , 
soit enfin avec une ligne verticale de P et une ligne verti- 
cale de Q. Si l’on pose , en effet , 


■' « 

a \,\ • • • &t,n 

. v - ■' 

b;,t y • b x>n 

p = 

, . . . 

. Q = 



a»,!,. . 


b„,,..b n „. 


on a, d’après le théorème 1, 


R SB 


£|,t • : • C*,n 


C n,i • • ♦ Cn,n 


— P Q> 


en supposant que l’on prenne 


c i ,t — «/.a èi.i -I- âj,j èi,j . -t- a,\„ bh „. 


(*) Jacobi, Del., i3. 

(**) Caiciiv, lov. cil., p. 83 
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On a par conséquent 

• * ' I «i.i . ■ . à, 


4 * 


&n , l ^ ® n,n 


b\ t \ . . • b\ in 

i 

K,...b <n 


«i,i «i.i ij,i-t-- 

•• +«l,nij,»l*' 

• j «i,ii«,i+- 

• , n b nit . 


a *,\ ^a,i ^2,| -+** 

• ^2,n j*« 


• -\r&l,nbn,n 


«»,l ^ i,i + .•*+««, «il, n, On, i iî,i-+-- 


««,i irf.i-f - - 

• “t" ®n,n ^n,n 

— 


' D’après la règle île formation que nous venons de donner, 

I ii.t ■ • • i«,i I 


on a encore 


( 


• ■ «i.« 

• . r ►' 

^n,i • 

• • &n,fi 


ii,n* • • i«,ri 



a ,,iii 


■'+ O i , n iir,i , • • 

• J Æ| # l 

« + ■ • • ■+■ «l,ni/i,n 




c 



* ' ** ' - - 

* 


«n,l il 

<1 ■+■ ? • 

• H*” dn,n bn t \ y • • 

• 7 a n.ibt t 

«+• • • + «n.n i«,« 

t ' 




• • &n, 1 I 

| ^i,i • w • b 

1,1 





I K. 


■ • + a«.i 4 i„,. + . - - H- a„,. | 

«l,«i|,l -+- «»,»i|,«, ■ • . , «l.ni»,l + ««,nin,n 


«l,l - • 

•'^n, i 


ii,t • \ 

-i»,, 

Gt ,«* * 



i|,n- ■ 

• ^n,n 


nb i,n > • • • 

i «i, 

i b„ f i - 


«i i,m • • • 

> ®fl. 

\ b„, i - 


Les déterminants qui entrent comme facteurs dans les 
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. ‘ V 

premiers membres de ces égaillés, uu soûl autre chose 
que P et Q (§ Il , 3). Donc les déterminants qui for- 
ment les seconds membres ne diffèrent point de R, c’est- 

VJ* » « ■ ■ / . T 

a-dire qu on a 



«1,1 


• «.,». 


b,,, . ■ ■ b',,„ 


«i.l ■ ■ 


a «,l 


• d n,ti 


• • b n%a 


C/i, 1 • • • Oj.rt 

Cj,i désign 

ant 

l’une quelconque des 

quatre sommes 



a t> 

i t>t.\ 

+ « 

i;» bi, j -+- ■ . 

■+- 

<,*bi,. t 



<«r. 

X.k 

+ a 

1,2 b,,k -+- . . 

■ -H a, 

un bn,k > 

' t i 


fl, 

,ibk, i 

-4- «I.i A*,; 

-h a, 

i,i bts,m 

‘ s’ 


«i 

,. Ai.* 

H- a si b 2 ,k -4- • 

. + « 

0,i b„_k. 


4. Le produit d'autant de déterminants qu’on voudra 
est un déterminant dont le degré ne surpasse pas le plus 
élevé des degrés donnés, et dont les éléments sont des fonc- 
tions rationnelles et entières dés éléments donnés (*). En 
effet, si les degrés desdéterminaulsdonnésnesurpassent pas 
le on pourra mettre tous les déterminants sous la 

forme de déterminants du n‘ eme degré, et alors, d’après la 
règle (3), multiplier le premier par le second, le produit 
par le troisième , et ainsi de suite. 

D’après le § II, 6, on a ' 



* f 


«,,, ■ 

«,.» 


d,. <■ 

V 

• n \ ,n 



' " t 

» 

««,!• 

• * &m.m 


a n, l • 



si chacuni des éléments , pour i m , est égal à zéro ou 
à l’unité, selon que A 5i, les autres éléments non donnés 


(?) J nanti, Del., il. 
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restant indéterminés. On a par suite 

a \,\ • ■ ■ 0i,i 


43 


b\ ,t • • • b\ , n 

b n , x . '. 

en supposant 






• • • a n.n 


b\,\ • • • ^i,n 

^«,1 • • • ^«,/i 


C|,| • 

• c l,n 


• C„,„ 


r 4.* — ^*,1 ^if.i “H flf.i ^a,2 *4- ... H- <*/.„ bk.n- 

V De cetle somme il ne reste, pour i^> m , que les termes 

' • • &èj ■+■ a l,j + 1 W,/-W °i.n b le, n- 

♦ Si les éléments indéterminés sont tous nuis, on a 

c i,t = *4,1 ^A.I H“ fli.i ^A.a “H • - • -h a i.m » 

ce qui, pour /}> m, se réduit à seulement. 



Exemple 

:• 


*’ 1 * 

•••■ r 


“u 


*■ < 



V -i v . 


r j.v 

• 

a b c d 



a p + b q , 

a p, -h b q,. 

c , 

</ 


a, b, c, 


/> 9 


«./>-+- A, 7, 

n,p, -h b, q,. 

c.é. 

d, 


A a Cj 


P> 9> 


a : p^-b,q, 

a,p t -4- A, <7,, 

c*. 

d , 

» 

«t> A, e, </, 

y . *. 

• / 

a j p + Aj q , 

«a Pi -1- Aj </,, 

c j. 

d , 


5. Théorème. — Soient 

P — — *»,i '• ( *n.n> 

■ Q= ^ rfc A,., . 

® ~ — ''m c i.>. • 


en supposant 

CiA = A*., 4- A*.. -4-.'. .+ (i,;„ A*,, , • 

de sorte cpic PQ == R ( f ) \ soient de plus les 

coefficients de respccii vemeut dans P.Q.R: 


> 


- > ..é 


■ V 


v • 


fer 


J JS*- ■ ‘ . .©igitized by Google 
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on aura 
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7/> — *J,i p(,i •+■ ®i. i 8 <,ï - f- • • • 8j,„ , 

et si en particulier b ijt =. a , lt , ' . . . 

y<., = «* , -l-<. (*)• 

. .. 

Démonstration. — Le coefficient de n,- )r dans PQ est, 
d’après ce qu’on a supposé, a,yQ, Comme on a de plus 

(§IH, 1) • 

. ' i • 

^ ~ 2d c i.. [s=l, n) 

« 

•S „ ? » 

= ^ (“i.i è/,, 4- a,-., . . 4* 7 /,,, '■ 

• * ' 1 * ' «* . 

il s’ensuit que ^ b tj ,.y it , est le coefficient de a, jr dans R. 

Or on'a-PQ ='-R; par conséquent 

• ' ‘ ■ . . »<> Q = 

« ' • , 

4 

Q ^ “i.' P*.<- — ^^7*'.> 2 2 b’’ r ^* ,r ) ’ 


r,J 


La somme ^ i,, r (5i,r» dont les termes répondent aux va- 

H ~ , , • . 

r j.. 

leurs n, s’annule toutes les fois que s est 

différent de k, et a pour valeur Q lorsque s = k (§ HI, 1). 
Il ne reste donc, de la somme totale, que le terme y itl Q , 


'(*) Caich \, Toc. cit% 9 p. 90.— Cônip. Joaciiinsthal, Journal de Crctlr, 
t.’ KL, p. Ce théorème est renferme dans le théorème general ( 1 )» 
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de sorte que 


2 

®,.r — 

= f-, 

*• 


■« 

»’ 



■ # 


Si l’on a 








. V 



abc 


l ni n 


r s r 


a, b, c, 


1, m, n, 

: 

T, s, t, 


a 2 b-, c. 


L ni 2 ii 2 


r 1 l-t 



en \ertu des équations 

r ' "* . 

r — al 4- b ni 4- c n , 


Z, = a, l, 4- C, ni 2 4- c, n, ; 

si de plus on désigne les coefficients de a, 6* , . /, m, 

r, s y , . . dans les divers déterminants par les lettres 
grecques correspondantes, on a, d’après le théorème qu’on 
vient de démontrer, 


. V * ■' Tj — “î M- ; 

par conséquent -, 

a l 4- b ni 4- c n, a /, 4- b m, 4- c «, 
a,t-*-b,m 4 - c, a, la, l , 4 - é, w, 4 - c, zi. 


/; c 
6 , c, 


ni n 
m , a. 


c a | 

<7, | 


n 

/», /, 


a b 

fl, è, 


/ 111 
I, ni, 


Dans le cas particulier où le second système est identique 
avec le premier, on a l’identité suivante, qui est d’un fré- 
quent usage ( '*' ) : 

• r, . 4 ' . \ 

(a 5 4" b 7 4- c’) (fl? 4- l>\ 4- cj ) — (flo, 4- bb, 4- ce,)’ 

= ( bc , — b,c)‘- 4- (cfl, — c,a)’ 4- [ah, — a, i )\ 

' * ’ ; v “ ' „ • ' •/**• * . ‘ \ 

(*) Lagrange, Sur hs Pyramides, !.. 
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§ MI. — Des déterminants de systèmes adjoints. 


. * V. 

1. En désignant par « t)J le coefficient de fl, ( * dans le 
déterminant 


4 « . 

a,.,. . 



. “ 


système des éléments 



Y 

*1*1 ) 

• * • • > 

,n 

■* . . ^ . 

• • •,% • ■ 


«n,l > -• • • > 

®n.n ‘ 


est dit adjoint (*) au système des éléments a. „ 

Théorème — Le déterminant du système d’éléments 
adjoint à un système donné de n ! éléments est égal 
à la (» — 1)“"" puissance du déterminant du système 
donné (**). 

• *'■ t • ' ’ * * ' _ V ‘ . 

Démonstration. — En multipliant , N . * 

I .®i (i • • • I . 


*/!,!• * * ®B,n 


par R. on obtient (§ VI, 3 ) 

I C|,t . . . C\ tn 


*-n,i • *. 


(*) Cacchy, loc. cit., p. 6/|, a emprunté cette dénomination à la théorie 
des formes quadratiques { Disquis. arithm., 267.)* 

(**) Cauchy, loc. . bit.,, p. 8?.. Le cas de n = 3 sé trouve chez Lagrange 
( 5 «r les Pfr., 5 ) et chez Gàuss, loc. cit. 
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.en prenant 

' £;,* = *1,1 «T*,, -f- ai.j «i,i -+- . . . •+- #i.i, <*!,/!• 

Ces éléments c ont la valeur R ou la valeur o , suivant 
que t et & sont égaux pu inégaux (§ III, 1). Leur déter- 
minant se réduit donc à son terme principal 


C4.1 • »e„, M — R‘ 


II, 7). On a donc 


a,... ... et. 




R = R", 


. 

■*1,1 • • • *1 ,« 


® i.i • *• • a \,u 

* * 


. 


• . s 




.J • , 

&n, f • • • a n,« 


Gn.i • • • An,* 


2 . Théorème. — Un déterminant partiel de degré m du 
système adjoint est le produit de R ’" -1 par le coefficient qui 
multiplie dans R le déterminant partiel correspondant du 
système primitif (*). , 

Démonstration. —-Soient 

. > . ■ * . • • ■ 

f t s f • • • j 

. “h ,» «, *'•••.» 

des permutations données de 1, 2,..., n, et supposons 
que /, g, . . . , et i, A, . . . désignent des groupes de m in- 
dices, les n — m indices restants étant désignés par r, s, . . . , 
et par u, 0, . . . . Le déterminant de degré m 

. t 1 t 

) */.. “M • - 


(*) Juobi, Dpi., 11. l.a multiplication par R flu déterminant cherché, 
employée dans cette démonstration, a été indiquée par Rorchardl. 
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sera un déterminant partiel du système adjoint (§ IV, 3). 
Or on a, d’après les hypothèses admises, 


a/.i «/,! • • 

• , a f.u «/>••! 


# 



a g.< a g.t ■ • 

• °g.'‘ a g • ■ ' 

‘ k * * 


- 


Or.i 

O r .» Ur_, ... 

= ; r, 

* 


* . 

a ,.i O, J.. 

• a s.u A», P • • ♦ 


• r 






r*.* 




.e ayant pour valeur 4- i ou — i, selon que les permuta- 
tions données appartiennent ou n’appartiennent pas à la 
même classe (§ II, 4). Pour multiplier le déterminant par- 
tiel cherché par ejR, on peut le mettre (§ VI, .4) sous 
la forme • • • ’ . • 



*/,« “/,!• • • */,« a/, 

* 


a g.i a ÿ.<* • a £.« *g ,*• • • 


• • ’ * 

b r ,i br,lt» • • &r,u ^r,i" • » 

*> 


bs.k- * • • • 


' '■* 




les éléments b ayant pour valeur i ou o, suivant qu’ils se 
trouvent ou ne se trouvent pas sur la diagonale. Le pro- 
duit des deux déterminants est le déterminant d’un système 
d’éléments c, parmi lesquels c, r , , c t>t , , . . , c m>m ont pour 
valeur R, tandis que les autres éléments des m premières 
lignes horizontales sont nuis (§ III, 1). Les (m+i)"", 
(m + a)'*",... lignes horizontales sont respectivement 
égales atix (m -t- i)'""% {m -f- a) 1 *'"*, . . . lignes verticales 
dans eR. Or ce déterminant se réduit (§ IV, 2) au pro- 
duit de deux déterminants, dont le premier a pour valeur 
R"' (§ II, 7) ; le second est 


(§11,3). 


flr,u M s, u • • 


«r. il O r ,...'. . 

». , 



flr, v flf.v • • • 


a s ,u fly,* » • 



• i 
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“/.< «/,* • 
a g,‘ a f.*‘ 


D’après le § IV, 3, 


= R” 1 -' 5 


O r , u O r ,,. 

a i,U &s,r • 


&t,u a s^/* 


représente le coefïieient qui multiplie, dans R, le détermi- 
nant partiel 

a f. i a f.i- 

a g. ' a g.t ■ • 


du système -donné, dont les éléments sont affectés des 
mêmes indices que ceux du déterminant cherché. 


Exemples. — 

Si l’on 

suppose 






S ‘ 



».-2 

! dt a,,, a,,,. 

• • ~rth,n 1 

on a 

t * - 


. 

t . ' r* 



• ^§44,1 

— fin-*-! 

tfi.i--'- Oijt 


2,,X+(. . . . 

• B-if.n 




n ■ ■ 


De tnème, 


«u • - • «i,i 


a *» 1 f. K * 


= R w -‘ 


a m+\,m + 1 • : a êH-\,n 

/ t 

a n,n 


(*J JàCÔBI, loC . cil. | 


4 
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En particulier, pour n = 5, on a 


*n ajs a 34 

*41 *43 *44, 
*41 “53 * S4 


=-— R 2 


fl, j fl| S 
*31 *34 


parce que les permutations 

. " 2 4 5 r 3 

t 3 4 2 5 

♦ 

it’âppartiennent pas à ,1a môme classe. 
On a, au contraire, 


«il «n 
^41 *43 


= R 


*11 *14 *14 

*31 *34 *34 

*43 *34 *44 


parce que 


2 4*3 


* ■- i 3 2 4 5 

sont des permutations de la même classe. 

3. Le coefficient de l’élément a;,,; dans le déterminant 
des éléments adjoints 


— L *»,l *2,3 • • • *n,i» 


est 


R? -7 «».* ■ 

Car ce coefficient est un déterminant partiel du système 
adjoint, du (n — i)'""* degré, èt le coefficient qui multi- 
plie dans R le déterminant partiel correspondant du sys- 
tème primitif, est a,, t , comme on le voit immédiatement. 
Si,. en particulier, « =3, orna 


= R ai , , etc. ( *}. 



* 11 . <%n 

R *23 9 

*11 *13 




. ^ M 

« Il *12 


*11 *13 


(*) LfCIUScS, Sur les Prr.. 3. 
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•4. En généra], pour calculer un déterminant partiel du 
second degré dans le système adjoint, par exemple. 


a r,k- 

a f.k 


. t 


on a besoin du coefficient qui multiplie, dans R, le déter- 
minant correspondant , . 

•• • a f.i a f.k 

' . ■ a e.< a e.k . * 

Ce coefficient n’est autre que celui qui multiplie, dans R, 
le produit a #jt (§ IV, 3). Par conséquent, on a 

I a f > “/•* I 




Ou a de. même 


rf»R 

~ 3 7 — (* 

da f i fia g9 k 

... . • .i 


%i «/•.< */.f 

*g.i *r.‘ <V 

o-h.i *A.i o-k.l 


— R 1 


rf s R 


drtf.i dn [ j t H\,i 


et ainsi de suite. • ' 

Ces identités font connaître en même temps comment 
les quotients différentiels du second, du troisième,..., 
ordre d’un déterminant peuvent s’exprimer au moyen des 
quotients différentiels partiels du premier ordre de ce dé- 
terminant. * ‘ 

5. Lorsque R est identiquement nul, il en est de mèmè 
des déterminants partiels du système adjoint du 2 % du 
3f, . . . degré, puisqu’ils contiennent R en facteur ( 2 ). De 
l’identité ‘ \ ’•/. '• 


“A* 


= 0 , 


(*) Jacûbi, Del., 10. 


\ L- .. ; 
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résultent les proportions 

: a/, * = a-g.i : * s .k , *f.i : a g .i = «/.* : «*.* , 

«/.'i : «/.».:• «a »‘ î* ■ ■ — *f,t. : «*> : “».? '• •• • < ' ;. 

*i./ : «m : • • ==<*.,* ; *i,a : ... (*). 

Si, en particulier, les éléments du systèmè donné sont 
tels, que l’ott ait «*,, = ;£ a lji} alors, dans l’hypotlièsedc R* 
identiquement nul, on a aussi 

*lj o-i.k 
ifc a ijt a<,t 

et par suite , 

~ _ x >a — V «y. : ■ , ' 1 

Delà résulte la proportion ' ' 

a/,. : *i.j : = ^«r.r : r^âTa ■...., 

ce qui fait voir, d’une part, que les rapports 

■ a/ v i I ®t,'j I a /, .i * • • • 

sont indépendants; de i, et d’autre part que le signe de l’un 
de ces radicaux détermine les signes de tous les autres. 


§ VIII. — Du déterminant d’un système dans lequel les 
éléments correspondants a itl et a, ;i sont égaux et de 
signes contraires (**). 


1. Théorème. — Un déterminant > 


re pair 


H — 

. 

.Mi- 7 




Gjt,n 


dont les éléments sont tels, que l’on ait 


&k,i == ** " a i,k i ■ 


> Oi,i — O, 


(*) J a corn, Journal de C relie, t. XV, ,p. jo' 4 et ailleurs. 

(**)• Un, pareil système et son déterminant ont été appelés par Cayley 




'■! 
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esl le carré d'une fonction rationnelle des éléments (*). 

Démonstration. — Eu désignant par R' le coefficient de 
a , , dans R, et par a ()1 le coefficient de « f|jt dans R', on 

a (S 'V/ 2) 

R = «i.i'R' — ^ a, j »i,i, 

;• i,k t 

i et h recevant les valeurs 2,3,..., n. En vertu des hypo-, 

. thèses faites sur les éléments, on a identiquement 

R' = o ( § III, 9 ), s,-.* = at.i ±s (§VI1, 5). 

Si l’on détermine maintenant les signes des radicaux 
de telle sorte que V«i,i ait pour valeur a,y (et non v 
— a,,*), il vient ' 



ou, puisque la seconde somme ne diffère pas de la première, 

r= 

et par suite ' 

v r «1,1 1 \[«^i 1 : 

r , 

est une somme de n ■ — 1 termes. Or « 1(1 est un déterminant 
de degré n — 2 , où la série des premiers indices est la 
même que celle des seconds, et se compose des nombres 


(Journal AeCrellç, t. XXXII, p. 119; t. XXXVIII, p, 9’J ; t.X» p. 299 ) gauches ■ 
(sk*w, gobho ) . ' - 

(*) Cayley, Journal de C relie , 1 . XXXVIII, p. 95. La démonstration donnée 
dans cet endroit ne lève pas toutes les difficultés. 


v 


l . 


. \y 
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54 PREMIÈRE PARTIE, VIII. 

•a , 3 . ,n, à l'exclusion de/. D’après la règle trouvée 
pour la décomposition de y/R, y/a,,, peut se décomposer en 
n — 3 termes, dont chacun est le produit d’un élément par 
la racine d’un semblable déterminant de degré n — 4, et 
ainsi de suite. Or la racine carrée d’un semblable détermi- 
nant du second degré est rationnelle, car la racine de 

a ViU a, tV 

est ici < 7 „,„ ou a„,„. D’après cela, y/R se présente sous la 
forme d’une somme, que l’on prendra positivement ou né- 
gativement, et composée de . 

i .a ... » 


(a — l)(n — 3)... .3,1 - 


I.2- 2 

a 


termes 5 chacun de ces termes est un produit de - éléments, 

dont les indices sont tous différents entre eux, de sorte que 
l’ensemble des premiers et des seconds indices forme une 
permutation des nombres 1,2 , ,n. * 

Pour premier terme de celte somme, on trouve 

puisque, d’après la règle précédente, On obtient successive- 
ment, en effectuant le développement* 

t/h,” «i,«A -f-. . . , 

A = - 4 -, . . , 

•- .,■ ■■. B =n», t C -H, «, ( y ■'■■■' . 

etc. ■■ • . 

£t en effet, ■ :.i Vj ; '• ,v. •* 

-, n . 

* . • ; - 1 * , * ’ .1 

(^ 1,1 f9,\\ » • (/, ^n.n -i 


■ . 1 \ r 
'1 . 

• 'v 
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est un terme positif du déterminant R, parce que les per- 
mutations , , ' • 

i, 2 , 3,4.- 

i j 4> « . * > ii * » 

appartiennent ou n’appartiennent pas à la même classe, 

selon que - est pair ou impair. 

• J. 2 . • 

2. Théorème.- — ■ L’expression 

• ‘ * • , . ‘ 

S ■ — Oi t i <ij,4 • • ■ n«— i,nd* ••• y ^ * 

dont le carré est égal au déterminant R considéré ci-dessus, 
prend la valeur opposée quand on échange entre eux deux 
indices, et s’annule identiquement quand deux indices sont 
égaux entre eux ( ¥ ). 

' Démonstration . — Eu désignant par S, ce que devient S 
lorsqu’on y échange entre eux les indices * et A, SJ sera ce 
que devient le déterminant R par l’échange des mêmes 
indices. Or i et A entrent dans R tant comme premiers in- 
dices que comme seconds indices, et partant R n’est pas 
altéré par cet échange (§ II, 4 ) ; on a donc SJ = S*. Par 
suite de cette identité, les termes de S, sont égaux respec- 
tivement aux termes de S, et sont tous de mêmes signes ou 
tous de signes contraires, suivant qu’un terme de S, et son 
égal dans S sont «Je même. signe ou de signe contraire. Or, 
en désignant par a iyl B la somme des termes de S où entre 
l’élément a i>t , B ne contiendra que des éléments ayant 
leurs deux indices différents de i et de A (i); par consé- 
quent, par l’échange de i et de A, a iyt B se change en a lyi B. 

(*) L'expression S a été introduite par Jacobi (Journal déCrelle, t. U, p. 354; 

XXIX, p. a36), qui s’en est servi en traitant de la méthode d’intégration de 
PfaiT, et Cayjey ( loc . ci$.)V a désignée récemment sous le nom de Pfajfian. 

Ses propriétés ont clé énoncées par J&cobi sans démonstration, et sans la 
relation fondamentale S* = R. 
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56 PREMIÈRE PARTIE, § VIII, 

Les termes de S, et a^.B, de S,, sont égaux et de 

signe contraire, puisque a*,, == — « (>i ; par suite S et S, 
sont aussi égaux et de sigue contraire. ' . 

Si les inflices i et k sont .égaux, S, est égal identiquement 
non-seulement à — S, mais aussi à S ; donc S est identi- 
quement nul. 

3. L’expression dont le carré est uu déterminant de 
l’espèce que. nous considérons ici, peut sans ambiguïté être 
désignée, ainsi que le fait Jacobi, par la série des indices 
des éléments de son premier terme, laquelle est identique 
avec les séries des premiers et des seconds indices des élé- 
ments du déterminant. Le symbole 

’Ci»*» 3...... *) 

*» • v > 

désigne, d’après cela, la somme commençant par le terme 
principal a, ; , et dont le carré forme le dé- 

terminant 

^1,1 • • J 


toujours dans l’hypothèse où l’on a a lfi = — a, jt , a, t , = o, 
et n pair. Il résulte du théorème précédent que l’on a 

(i, 2 , 3,..., w ) — { 3 , 4, i, 2,,.., /i ) ... 

— — ( 2 , 3 , i ) — ( 2 , i # ,* 3 , • , . , /r) , 

etc. On peut donc prendre pour v^H , en général, soit 



soit encore . •* ' '.■■■■■ \ ■ 

( 2 , i,3,.. 

ou toute autre permutation de ces indices, puisque ces 
différents symboles ne peuvent être qu’égaux au signe 
près . 

Detaême, peut être représenté (1) par une permu- 
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tation quelconque des indices à l’exclusion 

de »', tant que l’on considère cette expression isolément. 
Cependant, comme on doit avoir, en ayant égard aux _ 
signes, 

et par conséquent. 

V R *= 2 > 

- i 

’ . > ' ’ ■ ' v., . 

il faut donner aux termes de célte somme des signes déter- 
minés, de manière que le signe de la somme reste seul indé- 
terminé. 

A. Théorème. — Pour le développement successif de 
l’expression (i, a,..., «), on peut se servir de l’identité 

* (1, 2, 3 , . v . , /* V 

= «l,»(3» *)'+ ** >) + •'•;. 

+ + I ,... fl, — 1 ) -I- .. . + fl,,„(2, 3,..., fl-^jf^ 

. J - ; 

la suite des indices entre parc aMsse déduisant de 
2 , 3,. . . , « par des permutations circulaires, en excluant 
chaque fois l’indice qui se trouverait le dernier (*). 

Démonstration . — En posant (3) 

1)‘'(2> 2,.* i-.l, f+l,.,., fl), 

• ■ ' . 'v - ' t . .. » , t 

et de même 

v/Ôm = (— i)*{a, 3,,..., k —j , *4- i »),' - 

le produit 

(_|)i+*(2, 3,..., i — i, ï-f-i, (2, 3,...-, X— i, * + ..., /») 


(") Jacobi et Caylf.y (/oc, cil ) ont eilipinyê colle identité comme detini- 
liçh de (i ,1, . . . , n). v ; 
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se composera des mêmes termes que «,y|- oïl que — at 1)t , 
puisque * 1)( «i )t est identique avec a . D’après la notation 
de Vandermonde, on a ( § III, S) . . - 

*.,= (_,)+* », 3, ...,«-1,1+1, ^ 

2,3,... ,*-rl,i + i,... ,a 
• ’ . . . « . > 

la suite des premiers indices ne contenant ni i , ni i, et celle 
des seconds indices ne contenant ni i ni À. En désignant par 

/>»<?, r, s,. ,u, V 

les n — 3 autres indices qui font partie à la fois des deux 
suites, on sait (§11, 4 ) que le rapport 




2,3..-., i — ‘1,1+1 , , /I j 1 

AiPiÇ + r,. ../«, r 

/ 


2 , 3 , v . , X- — i ,Æ+ 1 | ’ | 

p,q, r,t , . . . «, « 


est égal à une puissance déterminée de — i. Ce rapport 
est le même que celui du produit 

Mtfry * 1 , ' + 1 , • • • .• ") i? , 3 , , . . , 1 — i , / + 1 , . . . . n ) 

au produit 

* *■ 

Donc le déterminant ' 

. , 

K, p,q,r,. i. , u, f 

P, 7, r * *, ■ ■ - , *’» * 

cl le produit 

(A,p,q,r,...,ù,v)(.p,q, r,s,. . 
ont la même valeur absolue. Le premier terme 

flk, p & p,g • fc ^i»,* ®r,i 

du déterminant, et le premier terme 

du produit sont de même signe ; donc.le.détciminant et le 
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produit sont aussi de même signe. Il s’ensuit de là que 
V« () 1 V«i,* coïncidera avec a, ?l en grandeur et en signe, si 
l’on pose 

V*Üi = (— i) ' ( 2 , 3 , ,ï — i ,./+• r, » 

ou, après i — 2 permutations circulaires ( 3 ) , 

; , ^<*m s=-(ï +!>•:., n,-a, — 1 >. 

Par cette substitùtioh, on obtient ( i) 

* 4 r ' • * . V v * * 

= ■. . «i. s (4> • 

‘ -H «,,„( 2 ,. . — l), 

pour une valeur de V^R que nous devrons désigner par 

* « '»*<'• • • w . 

(i, 2,.'. 

' • ■ . • • * < 2 *' • , ï, - ** " 

comme on s’en assure par l’identité des termes initiaux de 
«i,t ( 3 , . .,«) et de (1, a, i . h). . . . 


Exemples : 


a» - ■ 

• «h 

«11 .. 

«h 

«11 • 

. A , 

* « 6 

«U • 

• à# 


■> 

* * 



=(i» 2 , 3, 4) r = («n«.u 

. •«. . , # A .. . 

' * J •* • 

1 . • « ‘ •. 

„ fi .,_ra 1 .( 3 , 4 , 5 , 6 )+«, 3 ( 4 . 5 , 6 , 2 )-v. 

’ )- L + (2, 3,4, 5) 

a n & H a bl Ht a 6 i “H **12 **36 l ? 

I -j” Ï*i 3 **62 4 " **|3 “H 


"+■ **«•• **34 *4* tfirj 4ii "4* **ifc **6î ^js 

4- fljç Üïj^j -f- 16 -f- <<|6 <*2N **3», 
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abc 


— a o ' / c 

-b—f o d 

— c — c — d o 

o a — b c 

— a o f e 

b—f o. d 

— C — c — d O 


: (ad — be 4- cfy . 


==/(àd-f- be 4- c/)'. 


5.' Le coefficient de a i>k , dans le déterminant R cjue 
nous considérons ici, est (§ III, 9) ' 


2 düi k da , * 

Le coefficient de a,,, dans R, lequel est exprimé générale- 
ment par j s’évanouit dans ce cas (§ III, 9). Qr, si l’on 

ordonne R par rapport aux éléments d’une ligne horizon- 
tale, on a (§ III, I), en divisant par le facteur commun v^ÏL 

d_£ R ‘ 

rfv'R,, 


* rrr ^V^R 

VR SB 04, t — f- . . . -H a ita 


o = a 


^ a i.l y 

• • i 

rfy'K. 


, ■*+••••+ a i,n . “ {*)> 

OQjt.v k i dûif,i i 


formules où l’on devra supposer R = o. 

En posaqt (8) 

y/R = (y, 1 , 2 , , i — i, i + i, . 

= «,•/, Ja, ... , «) -I- «.,3 ( 3,.. 

* .. • . 

' • » . . ’ V 

(* ) Jaçobi, loc. cii. t ' - . . . * * • / » 
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ou trouve 




= (* + 1 , . . r*.'. ., k — i), 


i et k étant exclus du cycle des indices. 

6. Théorème. — En désignant parD la valeurquc prend 
le déterminant R des éléments quelconques a );1 , . , 

lorsque les éléments ' • • 

■ \ * • • . 

a l.\1 n l r i > » a n,n- 

s’annulent, et, de plus. 

Par D, la valeur que prend D, lorsqu’on supprime la 
ligne horizontale et la ligne verticale qui contiennent l’élé- 
ment o, 

Par D, ; j la valeur que prend D, lorsqu’on supprime les 
lignes qui contiennent les éléments a ()1 - et a t>J ; et ainsi de 
suite; •• * 

t 7 

On a alors 

R=li + 2«t,i D; +2 I- 2 a ‘-‘ ‘ n, t • • < 

■+■ ®l,l <*?,»’• •• An,», • 

en remplaçant successivement i par toutes les valeurs 
i, a, puis i, k par toutes les combinaisons binaires 

de ces valeurs; t, k , Z par toutes leurs combinaisons ter- 
naires, et ainsi de suite ( * ). 

Démonstration. — Les termes de R qui ne contiennent 
aucun des éléments , a S! , ,... , coïncident avec les 
termes de D. Les termes de R, qui contiennent un seul de 
ces éléments, coïncident avec lés termes de la somme 

? . ' v ■ * * 

<*!,? D, “H <*1,1 Dj + • • • ~h a n,t> . 

. ’ . . 

CayUSY ^ Journal <le Crelic, t. XXXVIIT, ^î. g3. V 
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Car dq coefficient de a, v dans R on formera D, (§ III, 5) , 
en annulant les éléments a lf , , a f) , , . . . , <j„ „. De même, 
les termes de R gui contiennent deux des éléments en ques- 
tion, coïncident avec les termes de la somme 

«ci D,., -+•. . . 

+ + . . . 


et ainsi de suite. De cette manière aucunj des termes de R 
ne se trouve omis ni répété âettx fois. 

7. Si les éléments du déterminant R sont tels, que 
l’on ait • ' •> 

°i,*= — «*,;, «i.i — = . t . = a „ ,, =z, 

on aura (6) * _ , * - , •» 

R = i "+ ! *-’ 2 D 1 + ÿ -' 2 D ;+...(») 1 

la quantité - * 

. «... . 

• ’ 1 \ 

«h <H,k • . , 


D_ = 


étant un déterminant partiel du degré m. dont les éléments 
sont assujettis aux conditions 

û r,i t 2- " û i,p Û r ,r~0.y 

et £ D„ désignant la somme des déterminants qui se dé- 
duisent de D,„, en remplaçant les indices ï, . . ., par 
toutes les combinaisons m à m des nombres de la suite 
j, a, , . ,,n. Pour m impair, D m est nul (§111, P); pourm 
pair, on a (3) 

D„ = (i, 

et par suite £D m est la somme de ^ ^ carrés. 


( * ) Cavlet, loc. eit. Coinpar. Journal 4c Cr.elle, t. L, p. agg 
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APPLICATIONS DES DÉTKH MINANTS. 

nées respectivement par 

• • • > 

et ajoutant les équations obtenues, on obtient pour le 
coefficient de Xt, 

* « • 

«i ,t «i,* 4- "j,« a?,it -+- • ■ • a„,j = R , 
et, pour le coefficient de x t , 

«i,i “i,j -T- à, a„,*= p (§ Ili, 1). 

2. Si le déterminant du système linéaire s’annule, les 
inconnues prendront en général des valeurs infinies, c’est- 
à-direque leséquationsdonnécs serontincompatibles,et,par 
suite, qu’elles ne sont pas indépendantes les unes des autres. 
La contradiction entre les équations données sera levée, si 
l’on introduit la condition 

Ki «i,t 4- «. i,,* - 4- . . . -+- «„ a„,j = o , 

qui est vérifiée pour toutes les valeurs de k, puisque les 
rapports a tj , : a, jt : • >. . sont indépendants de À (§ VII, 5). 
Alors le système des équations données est indéterminé, et 
chacune de ces équations peut se déduire des autres. 

9 " , 

3. $i les quantités u, , u , , . . . , u n s’annulent, les incon- 
nues s’annuleront aussi en général, c’est-à-dire que les, 
équations données seront incompatibles, et, par suite, 
qu’elles ne seront pas indépendantes les unes des autres. La 
contradiction entre les équations données sera levée dans 
ce cas par la condition que le déterminant R du système 
linéaire s’annule. L’équation 

R = o 

s’appelle la résultante dés équations linéaires u, = o, 

u, = o, . = o (*). 


( * ) ÎVa|>rès bezoul, Histoire de l’ Académie de Péris, l — (ï /| , p. 1 S'S 
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SECONDE PARTIE, j} IX. 

Si la condition R = o est remplie, le système est indé- 
terminé, et les équations données sont satisfaites par la 
proportion 

• X, * Xi ! x, . . . . = oi/,i , a,-., ' , I . • (*), 

/désignant un indice quelconque (§ VII, S). Car, en vertu 
de l’équation 

o*,i «i.i -I- «*.»«<,» -K-, • -t- «t.» <*,-,«= o, 

qui a lieu, non-seulement pour des valeurs différentes de i 
et de À (§ III, i ) , mais encore, par hypothèse, pour i=k , 
on a, pour chaque valeurde k prise dans la suite i , 2 r . . . , n, 


«l.i *i + «l.i «i 4- . • • 4- «i., x, e o. 

• Exemple. — Les équations 

n .r. -jr b y •+ c z = o , ou » a n-\~ b <■ -(- c — d , 

a, x -+- b, y -t- c, z — o, a, u ■+- b, c 4- c, = o , 

a, x h, y 4- c-, z =; o , a,u -+- b, v c, '= o , 

sont compatibles, si l’on a 

n b c 
a, b, c,- 

ni bt Ci 


A eetle condition, on a 


b, c, 


c, a, 


a, b, 

b. Ci 


c, a .. 


<!■) !>i 

b, c , 


Ci a, 


(>i b, 

b r 


c a 

' 

a b 

b c 


c a 


a b 

b, c, 


c, a, 


a, b , 


! 

(*) Jacobi, Del . , ■}. 
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4. Si les coefficients du System; considéré dans l’art, I 
sont tels, que l’on ait 

a <,4 = — «1 i, = o, 

et si n est pair , alors, d'après les propositions et les nota- 
tions du § VIII, on a la solution plus simple 

(— *)*<»»*» -•->*,)** 

K, ( 2, ..., X — i, X -+- 1, . .., n) -4- u, 3, .. t — i ,• X -+- i n, i 
+ • • X — i, X -t- i, .. n — i) [*). 

En effet, en multipliant les équations données respective- 
ment par 

( . .. f A i , X -f- i • .* , (3, . • . , X -— l f X -f— i, . I j, .. ., 

{•ri'-X — t, X-f- j, n — i), 

et ajoutant les résultats, x t se trouve avoir pour coeffi- 
cient 


a c,i ( 2 » •■■■>*) ■+* <*!.*( 3, .*) + • • • •+■ «n.t (|, ..., « — l); 

et la valeur de cette expression, eu remplaçant n, , par 
— o tjl par — «*,, 5 etc., peut être représentée par 

(X, l, . . . , X — i, X -f- 1, . . . , n) 


(§ VIII, 4). En remplaçant encore l’indice X successive- 
ment par i, 2 , .. .,A — i, on obtient, pour le coefficient • 
cherché {§ VIII, 2), 




Au contraire x, a pour coefficient, dans la somme en ques- 
tion , , 

‘ (* > * »••• > X •— i , X- -t- r, . . . , n } , 

expression identiquement nulle (§ VIII, 3). 


(*) Jacob i, Journél de Crclle -, t. II, p, 35G,* 

5. 
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SECOKBE PARTIE, § IX. , . 

S. Si les coefficients du système linéaire sont tels, que 


l’on ait 


& i,k — ^k,i * 


et que n soit impair, on a alors R = o (§ III, 9), et les. 
équations données ne sont compatibles que si l’on a (2) 


Mi,l+ -O. 

A cause de l’identité «,,* = a*,, (§ VII, 5) , cette con- 

dition se réduit à la suivante , 

H-»3V a =,s+ ■ • ' -H = 
ou, eu substituant la valeur , 

(/ H- I I, ••>'—!)(§ VIH, 

n,. (a,. ..,«)+«, (3, n', i)-t- ... — t) = o(*).- ; 

Exemple. — Des trois équations . -.c 

* ry — r iz = f, - 
— ex az = g , 

bx — ay *r —Ji , 

J , . * ■ , 

une quelconque est la conséquence des deux autres, si 
l’on a 

af -+- bg -fj- ch — o ; 

sinon, chacune est contradictoire avec les deux autres. 

Remarque. — Si les coefficients du système linéaire (I) 
sont tels, que l’on ait a -, y » = a '7' > on obtient encore dans ce 
cas une solution particulière [voir ci-après, § XII, 5, 6]. 

(*) Jacodi, lue. Cil* 

■ ; ' ... ' ’4î- : • “ 
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^ X. — Théorèmes sur les équations différentielles 
linéaires. 

. 1 . Les coefficients d’une équation différentielle linéaire 

de l’ordre n, qui, ne contient pas de terme indépendant de 
la fouctioq, peuvent, comme Libri l’a remarqué (*), se 
composer au moyen de n intégrales particulières de l’é- 
quation, de la même manière que les coefficients d’une 
éqtiation algébrique se composent avec ses racines. En 
effet, si l’on désigne parj',, y r , . . . , y n des intégrales par- 
ticulières de l’équation différentielle linéaire 

o zsa,y + a, f -h. . . -b a „ y ("'if 

j' <,) étant le quotient différentiel d’ordre i de la fonction^, 
et les quantités a„, a,,..., a„ étant indépendantes de 
y , y 1 , ... ; formons avec les i l '“, 2 e5 ,..., n iim " quo- 
tients différentiels de y t , y tt . . . , le déterminant 


R. = 


y< r./i • ■ y<:*-> 

y-i y ,.,. . 

T,, X..,. ■ 


y f> j désignant le 'k‘ rme quotient différentiel de y,. Si l’on 
désigne maintenant le. coefficient de dans R„ par 

?i,i —• (§ ni, 7), on aura 

— R/I — » 7 ,i 4 - . . . -t - y n.n «■,/(**'•) • 

Démonstration. — On a, par hypothèse, pour déter- 

• , , . . - fi 

(*) Journal Je Ciel le, t. X, p. 189. Les coefficients ont été déterminés par 
Libri d'une manière moins simple. Libri a bien indiqué la méthode directe 
pour leur détermination, mais il ne l’a poirtt développée. 

(**) Brioschi, Det., p. 81 (p. 96 de la trad. franç.). 
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miner les coefficients a a , a, , ■ ■ . , a nr le système d’équu- 
tions linéaires, - r y- . 

o„ y \ ■+• o, y 1,1,+ - • • + On — « y i .«— i ,== — On y t.m 

a, y,-\~a, y = OnXn.n, 

par la résolution duquel (§1X, 1) on trouve pour a, la va- 
leur que nous avons donnée. La détermination des coeffi- 
cientfe ne réussit pas, lorsque les intégrales particulières 
données dépendent les unes des autres, de telle façon que 
l’on ait R„ = o (§ IX, 2). 

2. Le déterminant R„ peut s’exprimer au moyen des 

coefficients de y 1 " -1 * et de y (n K On a, d’après les supposi- 
tions admises, : J ■' \ 

On—t * . ‘ ‘ 

R - y i f n y n y n * 1 #,» — t» 

Le second membre de cette équation a pour valeur 
(§111, 10)-, on a par conséquent 

log R„ = — àx, 

. / ■ 

R,;=e J "» {*). 

3. L’intégration de l’équation linéaire de l’ordre n, 

(i) a = a,j -h a,y -h ■ • • + 

a, a t , a t , ... , étant indépendants dejr, y\ . . . , se réduit 
à l’intégration d’une équation linéaire de l’ordre n — m f 
lorsque l’on connaît m intégrales particulières de 1 équa- 

( * ) Abkl ( Journal de Crelle, t. It, p. 3») a établi ce Mo relation pour «=). 
l a formule générale a etc aUribuce a Liouville par Tissot ( Journal de 
Liàmulle, t. XMI» p* >7^)r 


d log R„ n, 
de 


«— i 

a,. 
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lion différentielle linéaire plus simple de l’ordre n, 

(2) o = a, y -+- a, y' -+- ... -+- a n yl m K ' 

Lagrange ( Miscell . Taur., t. III, p. 179) a énoncé ce théo- 
rème en 1764, et a montré la possibilité de la réduction. 
■Cette réduction a été traitée par d’Alembert (loc. cit., 
p. 38 i) dans une note très-courte, et la méthode exposée 
dans cette note est identique au fond avec celle du Mémoire 
de Librisur le même sujet ( Journal de Crelle, t. X, p. i 85 ). 
Après que Malmstén ( Journal de Crelle, t. XXXIX, p. 91) 
eut fait voir, à l’aide des déterminants, comment l'intégrale 
générale de l’équation (2) peut se déduire de n — 1 inté- 
grales particulières de cette équation, Joachimsthal a traité 
aussi ( Journal de Crelle , t. XL, p. 48) la réduction de l’é- 
quation différentielle linéaire plus générale (1) d’une ma- 
nière analogue, au moyen de m intégrales particulières 
données de l’équation (2). La méthode employée pour cct 
objet avait déjà été en grande partie indiquée par La- 
grange, qui, dans un Mémoire postérieur ( Mémoires de 
Berlin , 1776, p. 190), a représenté l’intégrale générale de 
l’équation (1) au moyen de n intégrales particulières de 
l'équation (2). • 

En désignant par y une fonction de x, et par 
Ji» Jj* • • • 1 Jm les intégrales particulières données de l’é- 
quation (2), 011 peut déterminer un pareil nombre de fonc- 
tions de x, que nous désignerons par b t ,b t ,...,b m , par 
la résolution d’une équation différentielle linéaire générale 
d’ordre n — m, et par m quadratures, de telle sorte 
que 

y = b,y,+ b, y, b m y m 

soit l’intégrale générale de l’équation (1). En effet, en po- 


7 a 

on a. 


SECOBiDE PARTIE’, -§ X. 


y = b, y,., 

" d- : . 

• “f" ? ' 


y ' = b,y,.. 

-h . . 

• fa/nTm/ty 


■ : ym-<)L= b,y um . 

-1. “f" . • 

* fa m,tn — i > 

f 

en posant 


. .. . \ , : 


. -t b IA j { d~- . 

■ d- b„,, 

i y« —o. 


b,.xXi,x d-.. 

• 1 ^m,^Xui,\ O, 

. - 

• ' , 

b\,\y i.m — 2 + ■ . 

d- àm. 

3 -r- Q • 



Mais, d apres les conditions que l’on a posées, les rapports 

b\.\ : K\ : • • • 

sont déjà déterminés (§ IX, 3) ; ou a de plus 
r .<■> = b , y, d-...-t- b„ y„ im + z , 

en posant 

bl,l X i,m— l d - ■ . • “T” bm, i Xm.m—t — - 2 , 

qui est une fonction déterminée de x. On*a de mènjc 

__ ^ y | J<14 _Ï -f- . . . -+- b,„ÿ m , mi . , -+■ z' H- Z| , 

en posant 

+ ' • • H" b m . 4 yi,,„= s,, -£■==*'; 

rf.r 

puis 

en posant 

rfz, 

^1,1 .X l.m+1 d“ ? • • d“ Pfft.l ym.m+t ■— Z, j “7“ Z l(l , 

flX 

etc. ; et enfin 

I ' . * 

y<"> = b,y,'„ -d -, ■+ b„ym . s ■+■ ï- m ~y d- d- • . . • 

* “H ®n— m— -I , i H" , 

en posant 

+ . • ■ + = î„.«' 
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En multiplianl ces équations respectivement par a,, 
a, , . . . , et, ajoutant les produits, on trouve, en vertu des 
suppositions faites sur y, r y t , , * . , j m . 


u = n„, z -h 2 -+- , z 


-+• i + c Z, -4" lïm+jîi.i-f- ■ 


G mil Z, 


. î("-" •> 

■ “H a a *1.0— «l-l 


4“ Il „ Z„ „ m , 


pour la condition en vertu de laquelle 
*i.Ti + b t jr,+ . . .4- 

sera une intégrale de l'équation (i). 

Or, en résolvant le système d’équations 



*i.i J’» 

-+• • 

■ •+■ b m ,\ y m 



“+~ . . 

• “f* bm, i Xm, 1 

• 

b\, i y un 

-3+* • 

• +- 


i'i.iri,. 

1- 1 • • 

• “1“ « 

on trouve 




•* *" * * 

3 

11 

Z, 

» / fli.ii— i 

‘<=J «- 

en posant 

v - 

ïl 



R,= 

r>.. 

,r%< • • -r..,' 


* 

J \,m— i 

— t • • >y m,m— 


et désignaut par 


fl /,*■*-> — 


r/R„ 


le coefficient de dans R„ r . Les fonctions b, , b t , . . . , è„. 
serontainsi déterminées par des quadratures, après que l’on 
aura trouvé z. Pour débarrasser maintenant des quantités 
l >, , b,,... l’équation qui détermine z , remarquons que 
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l’ou a 



i Xl.m 

f ^«,l y m,m 

— (*3i,ai— i Xi,* 

4- i ym,m) ~C\Z< 

K* 

z 2 — b\ i 

,l X\,m+\ • ,“f- . . . 


— (*!(•« — f îf • ». 

+■ ’>«.«— 1 Xm,m + 1 ) — = C, -, 

= K 

* y i h» — • “f - • . 

^«,i y m , n — i 

i ? \ ',n— i ■+• . . . 

y m,n—i) ^7 — — *• » 

“ni 

Cl) C S)* • • ) 

c n~„ étant, par suite, des fonctions données 

de x. On en 

tire par différentiation, en se servant d’une no- 

tation analogue. 

• . ■ ' 


~ ? i , » ^ -f- C, Z 

* v * * 

J 


: /.J = c i,ï~ - 1 - 2 Ci 

.iî' + tit", 


*«, 3 = 3<v 

.)*' -t- 3c ; ,,s" -h C,;'", 


etc 

* . * *“ * 

On a par conséquent 


* 

Il 


, 

■+■ a m+i 

| C,z +z'} 

• • . , • 1 

| 



-h a m +^ • 

• • 

Le, a 

■ ! . 

■ '1 

C,.,z -t- 2 c ( ,. 

a' + c, z" -f. a" j • 

+ "»M-3 < 

; “i“ ^ 2 ,f Z -4- <r a z 

i [ 


1 • 

; ■+■ c 3 s 

j 


c,.,3 + 3 c,',z' ■+■ 3c,,,a" ■+■ [,!* -+- a ,T 


-+- a„ + , 


■+■ e,,,z -+- 2ç,,,z' •+■ c,z" 
■+■ e,., a •+■ CjZ' 


t 


r 4 5 
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pour l'équation linéaire d’ordre n — ■ m à laquelle doit sa- 
tisfaire la fonction z. Ayant trouvé la vâlcur de s, on peut 
calculer ensuite , par son moyen , les fonctions b t , b t , . . . , 
b m , de telle sorte que 

b, y, 4 - b„y m 

soit une intégrale de l’équation (i). Les intégrales particu- 
lières y x , jti- — , Jm étant supposées habituellement ne 
contenir aucune constante indéterminée, comme d’ailleurs 
l'intégrale générale z de l’équation linéaire d’ordre n — m 
que l’on vient de trouver, renferme n — m constantes arbi- 
traires, et que les quadratures, dans le calcul de b,, b t ,...,b m? 
introduisent m autres constantes arbitraires : l’intégrale 
trouvée pour l’équation (i) contiendra le nombre voulu de 
constantes arbitraires, et ce sera par conséquent l’intégrale 
générale de l’équation (i). 

4. L’équation différentielle linéaire qu’il reste à résoudre 
pour l’intégration de l’équation différentielle donnée, n’est 
pas résoluble en général, lorsqu’elle dépasse le premier 
Ordre. Il y a donc à considérer en particulier les cas où 
l’on a m = n et m = n — t . 

Pour m—n , on a 

“a J R„ 


et par suite l’intégrale générale de l’équation (i) est 

y.~y> •/— 5 - »«.— • •**+?'> 

i J “«n» J 

« -HJ» / £“>!»,»- |IÙ, 

comme Lagrange et Joachiuisthal l’ont remarqué (/. c.). 
Pour m — n — i , ou a 



j6 SECONDE PARTIE, § X. 

Or on a (§ III, IU) 

R,_l C, — >7„_|./, — 2^'». — l .1, 1 = 


par conséquent 


"R.i-i — ^h~iRh— tS— f— ft a 


rf(R»-.z) 


Pour la résolution de cette équation , on a besoin d’une 
intégrale particulière u, de l’équation 


O — rt„_, « + «,«, 


savoir, 


-f*= 

«/» 


En représentant l’intégrale générale qu’il faut d’abord cher- 
cher, par , ^ . 

R„_, 2 = U, P, , 

ce qui donne, d’après la notation admise , 

{.R„_;s)' = « l(l p h -t- 

o n a , à cause de a„_, </, 4- a n «,,, = o (par hypothèse), ■ 

„ C ijR,_i 

, p, = ! ~ — - tir, 

• . • . " - J «„«i . • 

r„_, 

Rrf-I-Î = K, / — : rf.r, '• 

J a„u, 

avec une constante arbitraire. On a enfin, pour détermi- 
ner b t , 

/ Tî P| ' . 

■' , " ,*iTi *‘11-1 ^ 1 

*‘n — t 


/ C U y 

A-= J g-T 
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chacune «le ces quantités amenant avec elle une constante 
arbitraire, de sorte que 

jr= b, y, +. ■ 

est l’intégrale générale de l’équation (t), comme l’a remar- 
qué Joacliimsthal (/. c.). Le cas particulier de a = o, pour 
lequel e, lui-même se change en une constante arbitraire, 
avait été déjà semblablement traité par Malmstén (/. c.). 


§ XI . — Résultante de deux équations algébriques. 


1 . Soient 

f[x) = a a -t- a,x -t- ..-\-a m x m , 

<f (x).= b„ H- b,x + ...+ à«-r". 

Les deux équations 

f(x) = o 7 ? (x) = o, 

données pour la détermination de x , seront compatibles si 
une racine au moins de la première équation coïncide avec 
une racine de la seconde. En désignant les racines de la 
première équation par «,> a, „ , et les racines de la 

seconde équation par (5j , /3 S , . . . , (3„; en désignant, de plus, 

par II («;-»■ (3j) le produit de toutes les différences entre 

b k 

les racines de la première équation et les racines de la se- 
conde, les<pielles difïérences se forment de a, — /3 t , en fai- 
sant successivement i—i, a,..., in , et A' — r, 
alors 

II (“i - P*) = ° 

j j A - j. 

sera la condition nécessaire et suffisante pour la cçmpati- 
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bilité des équations données (■’’), et s'appellera la résul~ 
tante de ces équations (§ IX, 3). 

2. Si les racines a , , a m , ainsi que (3,, J3, ,, . . , (3„ , 

■ / 

sont toutes différentes entre elles , le produit nw-w 

*■>* 

sera une fonction rationnelle et entière, dn degré m, des 
quantités , * 


b . b, 



et aussi une fonction rationnelle et entière, du degré n , 
des quantités 

a, ' a, 

—, — — « — > ' 

a« «« ' "m 

et par suite aussi une fonction rationnelle, entière et sy- 
métrique des racines de <p (x) = o, ainsi que des racines de 
,/(x) = o, et l’on sait, que cette fonction peut se transfor- 
mer en une fonction rationnelle et entière des coefficients 
d ef(x) et de (x) (**). Car, de l’identité 

? (*) — M* — P>) {* ~ P»)- • •(* — P») 

on lire 

(“. - P.) («v-P4 • - •(«■• - P»> = . 

• , • > , 

et par suite 

fj («. — P*) = -p, f («l ) y ( «>)•.'; • T (“« ) • 


(*) Euler, Histoire de V Académie de Berlin, 1748, p. 2J4. 
(**) EiLtn, loC. cil.. 
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On a de même 

/(.*) = (— O" «„ (a, — .r) («,— x). . .(a m — x), 

-P*)', 

U (a, — P*)= î=^/(p.)/(W. • ./(P.), 

i,k 

d’où résultent immédiatement les propositions énoncées ci- 
dessus. 

3. Au lieu de développer le produit J£ (a, — {3* ) en une 

‘A 

suite de fonctions rationnelles, entières et symétriques des 
racines de l’une des équations données, et d’exprimer ces 
fonctions au moyen des coefficients de cette même équa- 
tion, on peut parvenir plus simplement à la résultante des 
équations données, en éliminant l’inconnue x entre ces 
équations. . ■ ... 

L’équation R = o, obtenue par l’élimination de x entre 
f (x) = oet f (x) a= o, est la résultante de ces équations 
(œquatio Jinalis gemuna), lorsque R est une fonction ra- 
tionnelle et entière, du degré m, des quantités indépen- 
dantes entre elles 


b. b, 6„_, 



et une fonction rationnelle et entière, du degré n, des 
quantités indépendantes entre elles 



(*) Euler, loc. cit. — Voir Cauchy, Exercices d' Analyse, iSjJo, p 
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Car, pour chaque système de valeurs des coefficients a 0 , 
a y \ . . . , &o , faisant évanouir 


... . . ù* 

et ip ( x ) = o ont une racine commune a, , dont l’éli- 
mination entre les équations f(a r )—a et ip(a r ) =o a 

fourni l’équation R — o; c’est-à-dire que, si JJ («, — (Sj) 

■ , t . 

s'annule, R s’annule également. Or ces quantités sont, 
d’après (a) et les hypothèses précédentes, des fonctions ra- 
tionnelles et entières , du même degré, de ainsi 

b„ 

que — , — > • • • Elles ne peuvent donc différer que par un 

facteur indépendant des quotients en question. 

Si au contraire, dans l’équation R == o qui résulte de 
l’élimination des x entre f{x) — o et <p (ar) =o , R est une 
fonction des quantités en question d’un degré différent de 
celui que nous avons indiqué, cette fonction contiendra 
alors un facteur étranger, dont l’annulation n’entraîne pas 
l’existence d’une racine commune aux équations données , 
ou bien celte fonction s’annulera identiquement. 


•4. Pour obtenir, par l’élimination de x entre les équa- 
tions f(x) = o et y (x) — o, la résultante de ces équations, 
Euler (*) et Bezont (**) ont trouvé en même temps une 
méthode applicable à tous les cas, et qui a été récem- 
ment reprise par Sylvestor (** ¥ ) et par Hesse (****). On 


(* ) Histoire de l'Académie de Berlin, 176.^, p. 96. 

(*« ) Histoire de l’Académie de Paris; 1 764 • P- 29B. 

(***) Vhtlosophical Magazine } iS/jO, n° 101. — Von RicilEi.OT, Journal 
de CrcUe t t. XXI, p. aafl. 

f****) Journal de Ci'clle, t. XXVII, p. 1. 
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forme pour cela les identités 

/(i) = fr, + û,i + a..t’+. l ; 

xf(x)= a, x -H , 

*•/(*) = «#** + » 

x"-'/(x)= • •• a,x"-' . .■J r a„ 3 f + ^-', 

y(x) = A, -+- b |-x-+- éjx’-f- ,. . .-. . . 

xy (x) =ç 6,x •+■ A,x’ + . . .-. , 

x’y(x)-=~. •é,x’ . 

. 

x— 'y(x) = 6.x"- 1 .4-i»x"+»-'. 

En désignant par R le déterminant de degré m-j-n, 
dont les éléments sont, pour les n premières lignes hori- 
zontales, 

o„ o, fl». . .<7„' o o .... . .-. 

O ûj./î ..... O 

O o a, ...<7„. . . : . . 

o O ■ O; . . .;. .V. . ... .n„, 

<•1 pour les in lignes horizontales suivantes, 

b, b, . b,': . . b„ o o ...... . 

o b a i,.'. ...... b„ o. . . 

0 o b,. b„ ..... . . • , . 

* ' * “ ’ . ' » f '. , i \ , % , •• 

o o o b,...-.' ;..è„; 

en désignant de plus par y ,_ , sl _, le roefTicient du k ièm * élé- 
ment de la i'' m ‘ ligne horizontale de R , on a (§ IX , 1 ), 

R x‘ — (y -h 7, x-t-, . • ■+■ Vn-i.i x" '}/(.r) 

+ (7„,. -+- Y «+>. ■ ■<■+- 7«+«- i.i ^ (; r }’ 

Si l’on pose maintenant f (.ir) = o et ip(.r) o, R = o sera 
• ' 6 

'■ . à- ;?-• .- • V; • 


* l » 
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cSa SECONDE VAItï'IF.j §Xt. , 

Ja résultante chx système précédent d’équations (§ IX, 3). 

Or le déterminant R, divisé par a" b * (§ III, 2), est une 

fonction rationnelle et entière du degré n par rapport 

» o§ o , , j b, . 

a — > —>•••» et du degre ni par rapport a -r-j —>•••> et 

On, n m I>„ b„ 

les facteurs a„,, b„ sont supposés, dans la-formation deR, 
ne pas s’annuler; par conséquent (3) l’équation R = o est 
la résultante des équations f{x) — o et ç ( x. ) — o. > 

5. De la manière que l’on vient d’indiquer, on n’obtient 
pas la résultante des équations données sous la forme la 
plus simple, parce qu’une grande partie des éléments du 
déterminant de degré m -f- n s’évanouissent. Le procédé, 
d’élimination conduisant à la simplification désirée, et em- 
ployé par Bezoutdans le Mémoire cité (p. 3 17 ), a été, dans . 
ces derniers temps, repris et éclairci par Jacobi (*) et par 
Cauchy (**). Des équations données, que l’on suppose 
d’abord être toutes les deux des équations de degré n , on 
peut déduire n équations du degré n — 1 , d’où l’on con- 
clut ensuite, par la formation d’un déterminant de degré n, 
la résultante des équations données. A natise de 

Ÿ(x) = -t- (l,X -j- - ; .-+• «r -l r, + («,+,'-+* »,+,* -+- . 

if (i) ■= b,-\- h,x H- . -+• b,.T'+ (b r+l +- br+r-r- 

* 1 . , . \ - ,*• 1 ! - * * 

la quantité - ‘ , ; * * 

^ . • •»*». ■*•»■•*** , , 

Vu r , )V{x) — («,+., 4-n, + ,x-h.. . + n„xs-'-') ç (ar) 

= (> t x -Y- . . --h <> r x t ) (-b,. b, + 1 x-Y~ . . . -+- 

■—(b,+ b,x + .. .+ M r )|(tj + ', + fl w i.r + . . . 4- • • 

sera une fonction de x du degré n 1 , que nous désigne- 


( *) Journal de Crclle, t. XV, p. »oi . 

(*'*) Exercices d' Analyse, 18^0, p. 393. •. 

• •**■-*■ • . ‘ - ’■ 

; \. '* : * ^ . . 

. •' * r . \ 

* . * . . * - »... v . * ’ 
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rons par u r . Du système des identités 

c,.o-t- fo.i-c -t- • • • -H -*"7 ' 

I .. c i.« + c M ir +•;-. + 0 | a *- 1 3 =«,, ; . 

^ V* « 

Cn — t,t I '^h — l.t'T 1 1 • ■ "■ I ^n^,n— t‘P* 1 — — U n — i f 

on tire (§ IX, 1) 

1 * ‘ ' 

Rj:‘:=, «, y,,, -4-. 7 _,, m 

en supposant 

. R = 


^d,l • • • | 

— i 


et en désignant par le coefficient de c,^ dans R. Si l’on 
a maintenant , ■ • • . . ■ 

F'(x )æ= O , y(x) = o, ’i 

il en résulte 

’ ’ ' • * S 

«• — O, « k == o , . . , u, = o , 

et par suite R = o sera la résultante de ces dernières équa- 
tions. Or les éléments C <it sont des fonctions linéaires tant 
defl,, que de b 0 , h , , , . . , d’où il suit que le déter- 

minant R est une fonction du degré n des inèmes quan- 
tités; donc R — o est la résultante des équations données 

F(x) = o, *(.r) = o. 

6. L’élément c rt , du dé.terminant R est le coefficient 
de x’ dans Or on a ■ 


= V (e, 4* — (H b t ) 

** ’ 

\< ' -1-e 6. - 
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84 SECONDE PARTIE, § XI. 

en supposant successivement 

î=io, i, ,r, et k = r-+- 1 

En ajoutant ]a condition 

i-t-k — r — i = .f, 

‘ * * , * » 

et faisant, pour abréger. 


on aura 


c r,t dt.r+t -+ 1 ~t“ d r — 1,4+» ■ 

Pour r> s., les r — s derniers de ces termes s’évanouissent 
identiquement, savoir 


di-t-l,r I I I • * • I df — 1^4-, I d r ^ t _^, I, 

* 1 * •* • V - * 1 

puisqu’on a - < 


dt.t = 2 : -r- d it i et d t ,, — o. 

Par suite on a ■- v , 

Cr,t — *^0,r+4+i ~\~ di t r-t-s “t" . . . “h* t^j,r+ 1 C lt r ( )» ' 

Pour r -f- s -t- i n , les r- 4 - J -t- i — n premiers termes 
s’évanouissent, parce que, d’après ce qu’on a supposé sur le 
degré des équations, 

a t*+ \ » ^u+2 , • • • , ^n+ 1 , ^»+»» • • • » 

doivent être considérés comme nuis. 

La sotbme des r — i premiers termes de c r> , est iden- 
tique avec c,_j iI+l 5 on a par conséquent la formule 

Cr.x — c r j *+■ d Fil+ 1 ( ), 

pour le calcul successif des éléments de R . 


(*)■ Jacobi, toc. ci/ + p. 102. 
(*’) Jacobi, loc. r fl m.'i . 
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Exemples. — Pour trouver la résultante des équations 


on formera 


o =r ai -f- a] .r.4- a 7 x 
o = b*-\r-b x x+ b, x 2 ,.' 

f|,| — ^e,l y ■ r 0/ , — ^1),7 > U\\i y 


cl l’on obtiendra 


^ 0 ,J *^ 1,3 


Pour trouver la résultante des équations 


o = à# .r-f a 7 x 7 4- .r*', 

o =r x -H b 7 x 2 4- 63 .* 4 , 


on formera 


^ 0,0 ^ 0.1 y 

r 0,i ==: dt.l y 


Ci.i (I9 , 3 4 " ^1,}» 

^1,3 “ — ^1,3 y. 


^ 1.3 — d 2i3 , 


et I on aura 


^ 0,1 

* 4 , 2 . d 0(: t 4 " ^i.a <^1,3 

^0,3 ^i,.T ^2,3 


= O. 


Pour obtenir la résultante des équations 

o = fl, 4 'fl,x + à 7 x* 4- a* x 3 4 - x 1 , 

o = 4- 6 , x 4 ^ 4 - i 3 x 3 4- b k b* y . 


on formera 

^«,0 d 9f \ y 

C 9,l == ^0,2 > C l ,1—r ^1,3 “f" d{ 

^•*0,2 - — ’ 


t.2i 


0,3 > *'1,2* 


■ <1 4" ^ 1 , 3 » £ 2,2 — ; « 4 4, 


r#,3 d#,4/ ¥ l,3 


■ ^3,< > 


**3 , 3 — — ^3, 
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seconde 

PARTIE, § 

XI. 



ce qui donnera 


* ’ 





d,. 

4. ' . 


d.. t 





d,, 3 -+- 4\.i 

d t , 1 -4- d KS 

d>.< 

- ' 0> \ ‘ 

= 0, . ; * 

’’ * « • 



d,.z 

dt, 4 -4- rfi,. 

d,, t -H d,, 3 

*6,., 


> . 

<4,4 

d,. t 

d „ 


* ' . 



On peut pousser plus loin le développement de ces déter- 
minants, au moyen dù § V, 2, et l’on peut se servir pour 
cela de l’identité . 

di.k rf/.m -t- dtj d iiK + d/'j dj, ;„=o 

• • «. . 

(§ III, H). Sous la forme que nous venons d’indiquèr, les 
résultantes des équations de degré élevé sont plus faciles 
à apercevoir que sous les formes que nous leur avions pré- 
cédemment données. . 

7, R = o étant la résultante des équations 

, ; F(x) = o et f (x) = o, 

et y P) , désignant toujours le coefficient de c r> , dans R, du 
système des équations 

u, — o, «1 = 0,,.., «„_, = o, 

' . -, t , 

il résulte, pour la racine commune jt des équations 
F(jt) = o et ?(r) = o, 
la proportion (§ IX, 3) 

i : x : : ... : a ** 1 = 7 ,-.,': y..i : yi.» 7 , 

i étant un quelconque des indices o, 1 ,. n — 1 . Donc 
la racine commune des équations données, si toutefois il 
en existe une, est une fonction rationnelle des coefficients 
■qui entrent dans les équations. 

Des proportions • • 

x' : =a y,., 2 7,.;, , • 
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et de l’idenlilé y, >r — y^,, (S Hlj 9 ), il résulte qu’on a 

rf+k • JS** _ y j t . y r t j 

d’où il f ensuit, d’une part, que y i;t ne change pas lorsque . 
Ï-+- A reste le même,- et que l’on peut substituer les quan- 
tités y ifl , y t _ 1,14.1». •• indifféremment au lieu de y i<t ; 
d’autre part, que l’on peut prolonger la proportion pré- 
cédente jusqu’à la puissance 2/ï — -2 de x, de sorte que 

i : x: x 5 . .;xV~ , = y t :y , : y,-; . . . 

Les quantités y 0 , y, , . . . , y tn+i forment donc une prb- , 
gressioh géométrique, dont la raison est la racine commune 
aux équations I*(x) = o et <p (x) — o. De là on déduit les 
relations 

7 i=7«*V 7 * — 7 ,**, 7,+i — 7» ■****> 

et par suite 'les identités 

' „ = >(ï 

dont la dernière s’accorde avec le § VII, 4 . 

8. Lorsque/(x) est de degré inférieur à y (x), par exem- 
ple, lorsque f(x) est du degré m, et <f (x) du degré 
n =m-hp, la résultante des équations/ - (x)=o, y (x) = o 
. peut se déduire de celle des équations 

xPf{x) = o, Ÿ (x) = o. 

fin effet, l’équation x p f (x) — o, outre les racines 
a encore p racines nullesj par consé- 
quent (2) . / ’ • 

[ <P (o)]/> 7 ( », ) 7 ( . 7 (a„) = o 


(*) Jacobi, loc. Cft., p. u»6. • * . • i * 1 


Digitized by Google 




, 7 , 7 t — 7 « 7 i + *=a, 



88 SF.cor.DE partie, § xi. 

est la résultante des équations x r f (.r) = o et (f(x) — o, 

tandis que 

•••?(“».)— Qj • 

£>„ ' 

. . '• « 

estla résultante des équations donnéesy(x)=o et œ(.r)=o. 
Si l’on a donc trouvé, Jpar la’méthode de Hezout (5), la ré- 
sultante R = o des premières équations, on aura 



pour la résultante des dernières équations données. , 

Dans ce cas, on peut démontrer que # R est divisible 

par b p ,( ¥ ), à l’aide de la proposition (§VI, 4) d’après la- 
quelle on a 


C t,0 • • • 

I 


f,0 • f*,p— } 


/• 

tfo,o • 1 , 

1,0 •. 1 

■ ♦ £*— 1,»— 1 


fp—\ .0 • • fp-\,p - 1 


%n — t,o • • • £n — i,n — 1 


lorsque, pour » =o, i, .. ,,p — i,on a 

' c r.t —fr.it gt.t -+-Jr,\ g,, l+... -+-fr,p—t gt.p - 1 , 

et pour r = p , p -f* 1 , . . . , n — i , 

c r,s = g,.r- 

Pour identifier la fonction F(ar}de l’art. 5 avec la fonc- 
tion x F f[x) que nous avons à considérer ici, il faut poser 

a, — o, a, = o, — , = o. 

On a, d’après cela, pour r = o, i , , . . , p - — i (6) , 

Cr.j — è r — fl i+i br—\ ‘ « « • — A r+s+ è u . 

(*) RostMiAiN, Journal de Qelle, l. XXVIII, p. 268. 
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En posant, pour ces valeurs (1e r, 

fr,i — "r—i> gs.i — a s-fl+i> 

'il vient , . 

ft.» §!,« ~tsfr,\ gl.\ "H ■ • » ~^~fr.p— 1 gl.p— I — C, .< » 

fr,,+t ifr,.+ ,, • • devant être considérés comme nuis. En, 
posant, pour les autres valeurs de r,, . ‘ 


§s,r — c r,s — c s,ri 


on i 
R — 

\ effeoti vendent 

ftt.O • • • 1 



•S».»-. j 

. c 

i. _■ 


> 

J.t- I.o. • • • 


&n—\,o r 

cr 

•> ■ gn— l,n— i i 





% 

O O. . 0 

a p .. 

. «# 


1 

J5- 

o 

0 



o jo . . a i 

pGp+i 

■ <I» o 


-*Z>, . — b c ■ o 

••••«* 






— b, — b , — b„ 

• • o» • 


&p dp+ r* * 




.... 

... 


Cp : o Cp, i • • 

. J • • 4 •. 

c p,nr-l 


— àp—i‘ f> P -i — bp^ 3 . 










• • • Cn— »,n— l 


Le premier de ces déterminants est égal à ( — b j)? (§ II, 7) ; 
l'autre est le déterminant des Coefficients des n fonctions 
suivantes, de degré n — i , 

xP-'/(x), xe--‘f{x\,...f[x), u f ,. 

les dernières de ces fonctions devant être formées d’après 
la règle donnée dans l’art. 5. Donc la résultante cherchée 
des équations f(x) = o et <p (x) = o est identique avec la 
résultante des équations • r ' . 

xP- '/{x) = o, xP->f (*•) = o, ... .,/('*) = o, .«, = o, o . 

Remarque. — En formant, d’après Bczout (/. c., p. 3a3), 
au moyen de x p j {x) et de o(.r), comme dans (5), les 
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9 » SECOND*: PARTIE, § XI. ‘ 

fondions u„, u,, . . . , , de degré a — 15 en exprimant 

ensuite, à l’aide des équations 

' - r • . • _ ' • > 

f(x) = o,. x/(x) = 0, . . ., xP-'f[x) = O, 

• « ' ' . >“ . A 

les quantités a:'", x'“ +1 , . . . , x" -1 sous forme de fonc- 
tions de degré m • — 1 , et réduisant par là les fonctions 
' «s, «i, • • - , w»._i au degré m — 1 ; la résultante des équa- 

tions 

~ O y W| — O y • • • f Mm— t ~~~~ ® 

sera bien du degré m par rapport aux coefficients de <p (x) ; 
mais elle ne sera pas en général du degré n par rapport 
aux coefficients d e/(x) ; par conséquent elle sera généra- 
lement différente de la résultante des équations • : 

/(*)'== o et ?(*):=: o. 

9 . Euler a montré, à là fin du Mémoire que nous avons 
çité plus haut {*) , comment on peut trouver les conditions 
pour que deux équations données, f (x) — o et <p (x) =0, 
aient deux ou plusieurs racines communes. Les élimina- . 
tions qui conduisent à ce but sont plus aisées à apercevoir, 
lorsqu’on se sert de la méthode indiquée par Lagrange (* ¥ ) . 

En désignant par «une racine de l’équation f[x)= o, 
et posant cp(a)= — .y, l’équation résultant de l’élimina- 
tion de a entre les équations /(a) =p et <p (a) -+-,7 = o, 
sera du degré m en y (1 ), et aura autant de racines nulles 
que f(x) =io et <f (x) — o ont de racines communes. Or 
de la résultante R = o des équations/(x) =0 et <p (x) =0, 
on déduit la résultante des équations/ (x) = o et <f (x) rhy 
= o, en faisant croître <p (o) = b 0 de y. En supposant que 

les coefficients b 0 , b„ soient indépendants les uns des. 

/ ' "•< s . . * • * 

X*) Histoire de V Académie de B cr lin,' 1764» p. 64 - . / 

(•**■) Mémoires de i Académie de Berlin, 1770. « Kcfloxions, clc\ , *» art. 12. 
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autres, et qu’il n’existe ainsi aucune relation entre les ra- 
cines de l’équation <f (x) = o, R devient, lorsqu’on y rem- 
place ô 0 par b„ H- y,' . 


„ dR 1 d’ R , 
*- h db/ + *-dP/ + 


Par conséquent 


„ dR i d ! R 

o — R + v7 + - -ttt/- 
db, 2- db. 


sera la résultante des équations f(x) =o et ÿ [x) -H}' — o. 
Les conditions pour que cette équation ait i, 2, 3 , . . . ra- 
cines nulles, et partant aussi, pour que'y^xj^o et 


y (x) = 0 aient une. 

deux, trois. . . . racines communes 

sont respectivement 


» : 

R = 0 ; 


•« > * 

R — 0, 

dR 

db 0 ° ’ 

; * r 


dR 

«PR 

il — O , 

db ,~° 7 

db ; - °> 

etc., . 

• • 


dans la supposition que les coefficients de la fonction ip(x 

soient indépendants entre eux ; 

’ . .1 

ou encore, 

R = 0; 

t- 

. • . . .* 

R = 0, 

dR 

— - = °J 

(Itlff. 


R = 0, 

•» * 

dR z 

dVR 

dï ,~° 7 

. ~dn\ ~° ’ 

elc. 

■ • y 



dans la supposition que les coefficients de la fonction J f.r) 
soient indépendants entre eux'. '' 
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§ Produit de toutes les différences de plusieurs 

quantités données. 

1. Pour désigner lç produit de toutes les différences' que 
1 on obtient lorsque, étant donnée une suite de n quantités 
«i» a», • ••,<*„, on retranche chacune d’elles de toutes les 
suivantes, nous emploierons la notation 

P(“i , a„) = (a, — a,) (a, — a,) 

(a, — ) . . . (a„ — a, J 


( a„ — Ct„ — i ) -, 

Ce produit est égal au déterminant de degré n 

Il a, a’ . . . a' 1 " 7 ' j 


, . s - * «—1 

I l «« a w . . . a. 

Démonstration. — Ce déterminant est une fonction ra- 
tionnelle et entière des quantités a,, et il 

s’annule lorsque deux de ces quantités deviennent égales 
entre elles (§ II, 4) ; il est par suite divisible par le produit 
(«s — «,). . . De plus, le déterminant, comme le produit, 

, , , n(n — i) . 

sont du degre par rapport aux quantités 

“i < «2 ,.•■»«» : 

(*) Cauchy, Journal del'Ècble de Polytechnique, XXVII 0 cahier, p. 48. Le 
cas particulier ' 

(6 — a) ( c — «)(c — $) = ab * — a* b ■+■ bc s — b*c -h ca} — c*o, 

avait déjà été indiqué par Vandermonde, Histoire de V Académie de Paris , 
l \J7 l \ P* ^^9* théorème précédent a été démontré par Cauchy ( Analyse 
Algébrique , t. III, § 2, et Note IV ) en développant le produit. Voir Jacodi, 
•Journal de Crcllc y t, XXI 1, p. 3£o. 
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donc le quotient du déterminant divisé par le produit est 
un nombre indépendant de , a„, et de plus, ce 

quotient est l’unité, comme on le reconnaît par la compa- 
raison du premier terme du déterminant avec le premier 
terme du produit. 

Tandis que le produit renferme 

M Q 

U 

2 

termes, dont plusieurs sont égaux deux à deux et de signes 
contraires, le déterminant, qui lui est égal , se compose 
de 1.2.3.. . n termes. En vertu du théorème précédent, 
on n’a plus à calculer, 

dans le cas de 3 quantités, que 6 termes au lieu de 8; 

4 H ■■■■■■■ 64; 

5 . . . 120 1024, etc. 

2 . Lorsqu’on multiplie le produit de toutes les différen- 
ces des quantités a,, par le produit de toutes les 

différences des quantités [ 3 ,, ( 3 „ . . . , ( 3 „, on obtient égale- 
ment un déterminait de degré n. Car on a (§VI,3) 


P (*), “j,"'*» #«) • P (pt> {11, - P») — 


en posant 


n — 1 

• ?.. 

p r. 

= 

Cl,,- 

• • c,.„ 

1 a„. . 

1 P»- 

. S" - ' 

• n 


Cm, I- 

• • **n, n 


t ■ 


= , + a, P* + «; p; + . . . + *r pr> 

011 encore 

l'-l û*“l , l’-l û*-' , 

P, P, "b-- P„ • 


ift 


^*)> CAircpY, Exercices d Analyse, t. H, p. 169-, 



y4 SECOÎiDE PARTIE, § XII., <• 

3. On a en particulier 

■'o -'l • • • ^n— t 


[P (a, , S|f- • . i 5t«)] *■*— 

. ». * t ■ . . 

en posant 


J, .V/ *3 . • . *n 


Sn—i $n **+1'! • • ^2« — 2 


J,-=a + a a 


Dans ce cas, en effet, l’élément c t>l du déterminant que 
l'on doit former (2) se rédûit à la somme des { i-\-h — a)*"""- 
puissances des quantités .... On a plus générale- 

ment 


I [P («„»,, — 


•V, J, . . . .f„_, 

\ ; 

Sx S i .,, S m 


s m— i' S m • • • ^’aw— 


(*),■ 


les 5, du second membre ayant la même signification que 
ci-dessus, et le premier membre comprenant la somme de 
tous les termes qui se forment du terme initial 

[ P ( a i, a 3> * a ») 

' . ’ • 

en remplaçant les quantités 


*1» *3» • f * y a * 


par m quelconques (différentes entre elles) des quantités 
a,, a,., . . , Car on a 




*’• *v.* 

Si . , 

. *î_i 


c «,l * • • ^1 ,m 

V. 

• 



— 





■ • Sim— 2 




(* ) Cayley, Journal de Liouville, t. XI, p. 298, cl Borciiakdt, Jqurnal 
de Lioueill'’, XII, p. 58, 
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en supposant 

i— l k — i | — i 4*— i . • ; I 1 . 

fi,k — - v «h~A — a — a a ■ » a -K. . . -f- a a 

1 * J * « « 

Or on a, d’après cette condition (§ VI, 2), 


C i,l • • 


O* 


= 2 < 


i a, .a a 


I a 2 ' -a- . . .S 


I çt m <x. m . . ,a ffl 

le signe de sommation ayant lq sens indiqué plus haut. 

4. Théorème. — En désignant par a.,, a, , . . . , a-,/ 
et par fi,, (3j,.../(3„ des quantités quelconques; par 
et par P (£,, (3„. v , (3„) les mêmes produits 

que ci-dessus, et de plus parj^ (a, — (2,) le produit de toutes 

'»* , 

les différences qui se forment de a, — (3, en mettant pour 
i et k toutes les valeurs i , a, ou a 


n in — i; 

p («■,“' *«)- p (po • •» ^ 


. 

a,— 

pi «i — pj 


i 

I 

t 


6, 

a l P« 

I 

- ■ ' ■ 

I 


fl. *»— 

«n fl» 


n- 


Démonstration. — Désignons le déterminant du second 
membre par A, posôns 

et multiplions les. éléments de la première ligne horizon- 


(*) Cauchy, Exercices d’ Analyse, t. Il, p. i5/j. 
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talc de A par tp ( a, ), les éléments de la seconde ligne hori- 
zontale par (f (ai), et ainsi de suite : le déterminant A se 
changera (§ III, 2) en 

i,k 

Les éléments de ce nouveau déterminant sontdeà fonctions 
rationnelles et entières, dit degré n — i , des quantités don- 
nées; donc A JJ (a, — p 4 ) est une fonction rationnelle et 

«,* . ‘ ■ • •' 

entière du degré n (n — i ), des quantités données. Ce dé- 
terminant devient identiquement nul, lorsque les éléments 
de deux lignes parallèles deviennent égaux (§ II, 4) ; donc 
il est divisible par le produit ' 

P(a,,a„. . ,.a„). P (J*,; p„. . . , p»)* 

Mais ce produites! également une fonction rationnelle et 
entière, du degré n (n — t), des quantités données; par 
conséquent, le quotient . •" 

a n _ ^ 

-j . — ht- — — — . / 

P(a„ a„. . .a„).P(p,, ...$„) 

est un nombre indépendant des quantités données, cl ce 
nombre peut s’obtenir par la considération d’un cas par- 
ticulier. 

Si l’on suppose, en effet, les quantités p respectivement 
égales aux quantités a, alors tous les éléments du détermi- 
nant A J J («,• — Pi) s’annulent, à l’exception de ceux qui 

• '»*■' 

sont situés sur la diagonale qui va du premier au dernier 
élément. Le déterminant se réduit donc à son terme initial 
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(§11. 7), ^est-à-dire, au produit des différences 


«t 


— a,,..., a, — a, — x„, 

* , . . . , *, — a„_, , x, — <*„, 


j ®n-l ' *t 9 ®«^*l a î* • * • 9 ’A -, X„ — i X n , 

a„ — a,. x„ — a,,..., a„ — , . * , 

que nous désignerons (1) par 

n (n — i) 

(— ») 3 [P(a,,*„ . ,*„)?• 

Il s’ensuit de là que ✓ 


(-') ’ 

est la valeur constante du quotient cherché. 

1 ’ ** 

5. A l'aide du produit P (a, a„), on peut don- 

ner une solution spéciale du système particulier suivant 
d’équations linéaires. Si l’on pose 


X, -I- X, 

+ . 

. . ■+■ x„ = I , 

•r, x, -t- '.n, a 2 

■+" - 

• • -t- x„ x„ —t. 

a i 

X x ,a ( - -h a a 

-4- • 

= P 9 

. «fi 

x, X, -+- x, x } 

-i . 

+ • 

• • + -r„ a" -1 — t "' 1 , 

on a 


r , 

(a,— /) (a a — f). . 


■)— • • (a„— i 

(a,— a,-) (a,— a,). 

■ («<•-■ 

— «/) («.•+.—- *.)• • • («»— 

Démonstration . — 

La 

résolution ordinaire 




(’ ) Cauchy, Journal de l’École Polytechnique, XVII e cahier, p: ?3. 

• 7 
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I I ... 1 


I ... I 

1 

1 .. 

. I 

a, o,j . . . u H 


a , .. . a/L, 

t 

X ’ 

• a ri 


= 



....... 

. . . . 

«—1 /j— i » — 1 

a, <*, • • • a 

12 n 


n — \ n — 1 

a • * • a. 

1 1— 1 

1—' 

n— 1 

H — 1 

a 

n 


On en tire, en mettant les premières les ï im “ lignes de ees 
déterminants, et appliquant le théorème de l'art. 1, 

P(t, ■ , ®i — t » ®iiH ,.*»•, Ctn J 

x i — - \ ’ 

*( a i> a tJ •••> a < -l> a /+t» ••• J a nj 

d’où il résulte qu’il ne reste plus, au numérateur comme 
au dénominateur, que les n — i facteurs considérés ci- 
dessus. ' , 

6. Lagrange a donné (*) , du système plus général d’é- 
quations linéaires ■ 


• r i 

-4- •î’î 

4-. 

. . .r„ 


jf,. a, 

-h .r, a, 

4-- 

. - X„ (X n 


2 

■r, a, 

2 

-4- -r 2 a 2 

4-- 

• •>« Cf 2 

N 

= K,, 

n — 

■r, a t 

l n— 

-H cl 7 

'4- 

. 

• • JC n X 

" Il 

1 

= K„-l 


la solution suivante, qui renferme le cas considéré par Cau- 
chy (5). Formons la fonction 

/(a) = (z — a,)(z — a,). . .(z — a„) 

= C„ -t- Ç„ , c 4- C„_, s» -+- . . . 4- C, z"-' -tr v; 


(*) Mémoires de V Académie de Berlin, 1775, p. 1 85 ; 1799, p. 248, sans 
démonstration. La démonstration que nous donnons ici fait voir que la 
solution du système en question trouvée par Schkibner {Comptrs rendus de 
In Société Saxonne, » 856, p. 65) ne diffère pas de la solution de Lagrange. 
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d on nous déduirons les fondions 

.fn— l(") — C„_, 4 _ C>I— 4" C| S ,,— ’ -f- Z"~\ 

/_» (*) = C„_, -K - • c, s 4- s— % 

/(*) = C, 4-*,’ 

/(=)= ' ■, 

et de plus enfin la fonction dérivée f (s), ün aura 

(or,) = (a,) -+- «, /„_7 (a/) 4-. ■ (a,) 4- «„ ... 

Démonstration. — En multipliant (s ), . , . 

respectivement par i,f, cl ajoutant les produits, 
C„_, aura dans la somme pour coefficient 

z* _ (i 

s*-' -+- s*-* t + . . . 4- 4- tf - ' = -» 

d’où il suit que l'on a 

(t)4- //»_,(*) + rf„J(z) -h... -h /-• = . 

De celte identité résulte le système des équations 

/*-i ( =) 4- 4-- • -4- a = » 

* — 

/n-l (*)-+- s) 4-. . .4- a, — ^ 1 

y»—, (l ) 4- a „/'„_■! (z) 4- • • • + a = ^ • 

S — a„ 

Multipliant ces équations respectivement par x,,..., 
x„, et faisant la somme des produits, il vient, en vertu des 
équations données, 


\ z ) 4 - Htfn—t ( z ) 4 “ ■ • ■ 4 - Il H - 1 
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On voit par là que .r,, x t , . . . , x„ ne sont autre chose que 
les numérateurs des fractions partielles dans lesquelles peut 

sc décomposer la fonction fractionnaire 

• • ‘ * * , 

(z) + «,/»—>(*) -t- - • - 4- 

' /(*) • 

Ces numérateurs sont, comme on sait, 

y («i) f (zi) f (*n) , 

/'(“O’’"’ /W 

ÿ ( z ) représentant le numérateur de la fonction fraction- 
naire. 

Si l’on a, en particulier, i/ 0 = i, u, — t, i/, = /%..., 
il vient 

' r — z ‘ . <- . 


?(*) 




f(') 

: 5 

f — a, 


ce qui s’accorde avec (S). 1 

7. La résultante du système analogue de n-ft équa- 
tions linéaires, pour les mêmes n inconnues, 

X, + x, -+- ; . . -f- x„ = U, , 
x, a, + x, a . -I- ... -+- x„a„= «, , 


x,a, -+•*»<*, -I 

est, d’après le § IX , 3 , 

«g i ... i 


U, a, . . . a„ 


«„ a. • a 
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Celte même résultante se simplifie, . en remarquant que 

( 3 — ai) (z — et*). • • ( 3 — a„) — — z n 4- C, z"-' -H CiZ w “ 7 4- . . . -f- C„ , 

■ * - 

C,„ désignant la somme, prise avec le signe ( — i) m , des 
produits m km des quantités différentes de la suite a,, 
«j,.. . . , et que, par suite, 

• • . « 

. . ’ • 

C/» 4- C„_| a,- -4- C w _v a, 4“ • * * 4- C, 4- ct { 

*• - ' . ( * f 

s’évanouit identiquement. En multipliant donc les équa- 
tions données respectivement par 

> > v ' ’ r . ' , 

C n , Cn — . i , • ■ . , Ç, , Ci , i f 

et faisant la somme des produits, on trouve, pour la résul- 
tante de ces équations, 

( 2 ) C n K(|-(- Cn—jKi -f-, . , -|r C •+■ C, M„_| -4r «n -f- O- 

En comparant les coefficients de u, dans les équations (i) 
et ( 2 ), on obtient l’identité 


( — t ' C„ - i t* (&l , , ■ • • t ®m)‘ 

». 


S. Une fonction entière, homogène, du degré m , de 
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deux variables x , y, ' 

(7)-r^ r v 

r 

r devant recevoir les valeurs o, i, a. . m, et- j dési- 
gnant le »■**"** coefficient binomial relatif à l’exposant m , 

peut en général, pour m impair, se ramener à la forme 

- / . ' - 

'2 t (pi* + <nr)r> 

i 

où i doit recevoir les valeurs i, 2, . . . (*)• Car les 

??* -f- i coefficients /?, , . p , , . . . , <7, ,.<7, , , . . peuvent , en gé- 
néral , se déterminer complètement au moyen des quantités 
données a 0 , a Au contraire, pour ni pair, en faisant 

1 = 1, 2, , . . , — 4- 1, l’un des m-h 2 coefficients/?,,/?,, . . . , 

7u 7s > •.* • resterait indéterminé. 

Pour réduire la fonction 

( 2? 1 — iV , (m — 1\ 

J ' ]***-*? 4- ) ^ 4- 

à la forme 

(f),x 4- IJ, y) 1 "-' 4- (/»,* 4- </ : r 4-. • • 4--(/?,-r 4- i/„y)' n ~\ 

posons r d’après Sylvester (toc.^cil. ), 

\0 * I 

ÎM— I » 

q^ZpiU. I, p t =zor f 

( *) Sylvester (Philosophie al Magasine, i 85 i, (. Il, p. 3 gi ) a donné à celle 
expression le nom de fortnc canonu/uc. La forme canonique d'une fonction 
homogène entière de deux variable* a été étudiée avec de plus grands dé- 
veloppements par Sylvester, ( foc cit. } cl Vnmbndgc and Dublin Malhc ma lient 
■fouinai, t. IX, p. q 3 ). ». 
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nous aurons les conditions 


«0 — h, 

•+• b t 

-t-. - 

, + bn. 

8 

-cT 

n 

-+- b , x, 

•+■ ■ . 

• bn a fi • 

"tT 

II 



• -V- b n a 5 
n 

/ in— 

/lin- 1 = 0 { OL { 

'+b,o?- 


. / 2W ~ I 
• b - a „ 


En éliminant les quantités b it b t , . . . , h n entre la pre- 
mière de ces équations et les n suivantes, on a ( 7 ) 

C W -|— C„ _ | dy . . . — f- Ci -H C, O n 1 -+- <i n “ o. 

On lire de même , de la seconde de ces équations et des n 
suivantes, et ainsi de suite, les nouvelles équations 


fli 

-t- C„_, a , -H . 

• • "4" Cj i 

-f- C, tt n 

-f- ° • 

c„ a„_ 

i -t- C„_, <i„ -4- . 

• • + C: 

-3 t 4“ Ct dm - 

-j *4* Gin — i 9* 


D'ailleurs, en donnant à z une des valeurs a, , or„ , 

on a 

C„ H- C„_, z - f- . . . -4- C,-" 5 -C Ci z"” 1 -4- z n zz: o. 

La résultante de ces H -f- 1 équations, linéaires par rapport 
AC„, C„_, est (§ IX, 3 ) 


I 

z' 

zf . . 

~n 

' 



G 0 

a s 

il, . . 

• «« 


* 

* 

G . 

G i 

a* ■ , 


— o. 

■ V 


Gn—t 

,G n 

««+. • 

■ • f, zn , 1 

•* 




Par la résolution de cette équation,, on trouve les quantités 
, * 2) . . . , a„. Le premier membre de écttc équation peut 
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(S ni, 4) se transformée en 


» , 
a», 

(h , 


: —z, 

d\ — — tl 9 Z , 


■ *«- 1 i 


i — i y — i 2 y • • • y ~ ^2a— -2 ? 

t 

et par suite (§11, 5) en ; 


«, fl» Z, 

^2 fl| Z y 

Æ/l ~ tf/|— | Z y 


y f i Z 

y #*+1 — fl/i? 


i“" ^n— 2 Z 


Après avoir déterminé a, , a, , . . . , a„, on obtient Jes quan- 
tités b ,, £>,,..., au moyen des « premières équations 
du système posé ci-dessus, art. 6, et là on trouve, pour 
condition nécessaire de la réductibilité de la fonction 
donnée, que les racines » . . , œ„ de l’équation précé- 

dente doivent être toutes différentes les' unes des autres . 

9. Si l’on pose 

f{x) == </,-+* «I x -+- a,x 7 


et que a t , a,, soient les racines de l’équation 

J'[x) = o, alors, d’après le §XI, I, 

• ♦ • *’ • • ■ ' • . • J 

n ( a < — «*) = °> 

■ i,k ’ 


i et A' étant des nombres différents de la suite i , a, , . . , h, 
sera la condition nécessaire et suffisante pour que deux 
quelconques des racines a, , a™ , . . ., a„ soient égales entre 
elles. Le produit de toutes les différences, positives et né- 
gatives, des racines, produit que l’on peut représenter (3) 
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par 


>. ‘ 



J» A, . . , S n — , , 

n{n — l'i 


S, ■ *3 . . . -V 

(— l) [P(a,,a,, . . 

■ >*»)]’ =(— *) 




— i $n • * * — ■; 


a élé appelé récemment le déterminant de l équation 
f (x) = o (*), parce que sa valeur nulle indique l’exis- 
tence de racines égales dans l’équation, cl que, lorsqu’il 
n’est pas nul, on peut décider, d’après son signe, si, parmi 
■les carrés des différences des racines, il y en a un nombre 
pair ou un nombre impair qui sont négatifs, e’cst-à-dire si 
l’équation a un nombre pair ou un nombre impair de cou- 
ples de racines complexes. 

10. Pour représenter le déterminant de l’équation 
J (x) — o sous la forme d’une fonction rationnelle des 
quantités 

n, - «, fl„_r 

— > — * 

, \ *„ 

\ • . y - • • , • • 

on peut exprimer, au moyen des quantités données, les 
sommes des premières, des deuxièmes, des troisièmes, . , . 
puissances des racines, c’est-à-dire, s, , s, , . . ., s„ (**), où 
l’on peut transformer le déterminant 




*0 

Si . . 

* V-l 



S t 

A 2 / . 

- • -V 

f. 


Sn- 1 




de telle sorte que les relations établies par Newton (***) 


(*) Gauss, Dcmonstr. nova nltcra , 6 (Conta). Ga-tl., vol. III). 

(■** ) Au moyen des formules données par Girard, c,n Voir Klücku, 
Dictionnaire de Mathématiques, art, Ali.lrkë, p. 56. 

Aritfunétiqu- universelle, éd. S’GraVesandc, p. if) » ; 
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entre s 0 , s, , s t , ... conduisent à l'élimination de ces der- 
nières quantités. Pour employer ce dernier moyen, chan- 
geons le déterminant donné, de degré ti, dans le détermi- 
nant suivant, de degré 2 n — 2 (§ H, 6 ), 


1 

0 

0 . 



0 


0 

1 

0 . 



ô 


0 

0 

0 . 

. O 

s 0 s, . . 

s»-, 


0 

0 

0 . 


S, Sj . . 

S» 

T* 

0 

<1 

.V, . 


< . 

• r ï» -, 


•V«i 

*1 

Si . 




** a 

.V, 

s.. 

**;> • 




fin-. 



Ajoutons maintenant, à la seconde ligne yerlicale, Je pro- 
duit de la première ligne verticale par ; à la troisième 

x fl n 

ligne verticale, le produit de la seconde par et celui 


delà première par ’ ; à la quatrième ligne verticale, le 


produit de la troisième par , celui de la deuxième par 

'7 

, et celui de la première par 1 ; et ainsi de suite. On 


fin 

a L 
a ainsi 


t, 

f. 


■ 4—1 

. f> 


11» fl»— 1 

o n„ 

o », 


fin- . 


o a n -,s t 
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1(>7 

A l'aide des identités 

( « — I ) <J„_ , = a. S, -4- î» , 

(n 2) «n-l = fl n s l ■+■ **«— I *1 H" a n — J ç « , 

(/î — S) == *4“ I A 3 ■+* H»—i S, “f~ (I'h-3 AV) 

etc 

les éléments du dernier déterminant peuvent s’exprimer de 
telle sorte que, dans chaque élément, il n’entre qu un seul 
des coefficients o 0 , «, , a, , à la première puissance. 

On reconnaît ainsi que le déterminant de l’équation 
f(x) = o est une fonction rationnelle et entière, du degré 
an — 2, des quantités 

tf„ a , c/„ , . 

il,, ‘K "« 

qui devient homogène en la multipliant parer" ('*')- 

U. Si f(x) est divisible par ( x — «*)*, la fonction dé- 
ri véej'(x) sera divisible par (jc — ( x ) sera 
par (x - — a ( ) et ainsi de suite. Par conséquent, lorsque 

«z sera une racine du degré de multiplicité A de l’équation 
y(x)= 0, les équations 

/(•r)=0, /'{•*) = O, /"(•*) = O,..., /(‘-) (x) = O 

auront la racine commune a t , qui entrera A — : 1 fois dans 
f'(x)=.o, A — 2 fois dans f" (x) — o,- etc. 

En supposant maintenant que J" [x) ne s’évanouisse pas 
eu même tempsque J (x) et f (x), soilR = o la résultante des 
équations f(x)=o et J' (x) = 0; R ne différera du déter- 
minant de l'équation f{x) — o que par unfacteur indépen- 


(*) Celte remarque a été laite en partie par Joachimslhal, Journal do 

Cri-Ile, t. XXXIII, p. 3; i, puis complétée pai Jacobi-, Jour nal de Crcllc, t. XL, 



io8 

dam de 


sego.vdk partie, § xji. 


> — La quantité R est, en effet, une 




fonction rationnelle et entière des quantités 


fin 
— ? 
a„ 


— » • • • ». 

(I„ 


a„_, 


et elle est d un degré inférieur à 2 n — 1 , parce que, eu 
vertu des équations données f[x) — o et /' (x) = o T les 
coefficients de f(x) ne sont pas indépendants entre eux 
{ voir § XI, 2 - 4 ). Mais on peut considérer R = o comme 
la résultante des équations de degré n — 1 , 

/'(-*) = «>» nf(x) — xf(x) — o, 

puisque f(x) s’annule nécessairement en même temps que 
J' (x) et nf(x) — xJ' (x). Les coefficients de chacune de 
ces dernières équations sont indépendants entre eux; donc 
R est une fonction rationnelle et entière du degré n — 2 
(§XI, - 4 ), des quantités 


fl„ 


Le déterminant de l’équation f(x) — o est également une 
fonction rationnelle et entière des quantités 


<U 

Un 


«1 

Un 




et du degré 2 n — 2 ( 10 ). Actuellement le déterminant de 
l’équation f(x) = o 11e peut s’annuler sans que deux racines 
de l’équation f(x) — o ne soient égales entre elles, Ou que 
les équations y(.r) = o ut f [x) = o n’aient une racine 
commune, ou que R ne s’annule. Donc le déterminant de 
l’équation f(x) = o ne peut différer de R que par un fac- 
teur indépendant des rapports des coefficients de f ( x ). 

En réalité, le procédé indiqué dans l’art. 10 pour la for- 
mation du déterminant de l'équation /(.r) = o coïncide 
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entièrement avec la méthode par laquelle Euler et Bezout 
ont formé la résultante des équations 

/'(*) = O', n/(x) — x /'■(*)'= o 

) • . - 

(§ XI), 4. En appliquant la piéthode abrégée d’élimination 
de Bezout (§XI, S),. on trouve le déterminant cherché sous 
une forme plus concise. Les formes particulières que l’on a 
établies pour les. déterminants des équations de degrés par- 
ticuliers, se trouvent dans un Mémoire de Tortolini [An- 
nali tii Sc. matem. Roina, novembre i855). 

12. Au lieu de la fonction /(x), on peut considérer la 
fonction homogène 

?'(*./) == '*•?' + n l y-' x •+• (t n — i yx*~' -f- n h x", 

ou 

t [*0‘) = b a y u + ( h ' >" _l x+ (^) b ,?—'**- K +b n x", 

qui est identique avec J (x) pour y = i (*). Les coeffi- 
cients binomiaux ont été donnés comme facteurs aux coeffi- 
cients de la fonction, afin que l égalité de toutes les racines 
de l’équation f(x) — o ou <p (x, y) = o ait lieu dans le 
cas où 


b c , b ,, b„ , b„ 

forment une progression géométrique. En remplaçant f {x) 
par <p (x, i),on a, au lieu dey' (x), 

. " •' •• •’ 

• - '*?(*< «) 

f/x • ’ . 


(*.) Cet imparjtfint artifice d’analyse a été employé par PUicker, der 
analj t. f*eom., §1,7; par Hesse, Journal de Crcllr; t. XXVIII, p. 102 ; par 
Joachimsthal, Journal de Çrâlie , t. |C.XXIII, p. 373; par Jacobi, Journal de 
C relie, t. XL, p. et par d’autres; et pour l’objet actuel, par Salmon, 
Uigher plane curvet, p. 3()G. 


• % 
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et comme, d’après le théorème d’Euler, on a 

, , 'M-r, r). d<f{x,y) 

/ff(x , r) = *___ H -r - , 

il viendra, au lieu de nf(x) — xJ' (x), 

dy (*, i) 
dy 


où l’on fait j == i après la différentiation. Si R = o est la 
résultante des équations 

d*(.r,l) du(x,l) 

dx ~ °* d} ~ °* 

alors., d’après (11), Il sera, à cela près d’un cer- 
tain facteur numérique, le déterminant de l’équation 
\<P (tf, i) = o (*). 

On trouve, d’une manière analogue, pour l’égalité de 
trois racines, an lieu des conditions/’^) = o, f (x) = o, 
f" (x) =.o, les conditions 

tPv f.r, t) l) d 3 w{.r,i) 

— ; — O, — — - — - — o, — = o: 

dx 1 dxdy dy 1 

pour l’égalité de quatre racines, 

i ) rè<j.(x,i) rPtf(.z,i) ePy(x,i) _ 

dx : ‘ ’ dx' dy ’ dxdy 1 ’ dy > °’ 

et ainsi de suite. 

13. Le déterminant de f équation J (x) — o est le terme 
connu de l’équation dont les racines sont les différences 
entre les racines de .l’équation donnée (**). * 


(*) Soierttu,, les quotients différentiels partiels de la fonc- 

tion homogène u, de n variables; si R = o est la résultante des équations 
a, = o, u, e= o, . . , , ii n =ao, R sera ce que Sylvestar appelle le discriminant 
delà fonction homogène ( Philosophie ai Magasine, i 85 i f t. II, p. /joG). 

Cette équation, connue sous le nom d'équation aux carrés des dif- 
férences, a été employée par Waring ( Mise, analjt 1762), dans la recher- 
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Si x prend, en vertu de l'éqUation /’ (x)~=- u, les va- 
leurs 

#"l* • j “vil j 


« prendra, en vertu de l'équation/ (jc -4- u) = o, les va- 
leurs 


a, — .r, a 2 — x, . . . , a» — x. 


D’après cela, en vertu des deux équations f(x-t-u) =o 
et f (.r) = o, u prendra toutes les valeurs qui se déduisent 
de a, — a J( en remplaçant i et h par tous les nombres de la 
suite i , 2 , . . . , n. Si l’on désigne maintenant par V («) = o 
la résultante des équations J {x) = o et f (x ■+- u) = o, 

V (u) sera une fonction rationnelle et entière de i/, du 
degré n * (§XI, 2), puisque les coefficients de x dans 
f(x-hu) atteignent et ne surpassent pas le degré» par 
rapport à u. Y (u) s’annule lorsqu’on donne à u une des » ! 
valeurs a, — a*; par conséquent Y (u) — o est l’équation 
cherchée aux différences des racines f ( x ) = o. 

La différence a, — a* étant nulle pour t = A', l’équation 

V (u) = o aura n racines nulles, et par suite V («) sera 
divisible par Les autres racines de cette équation sont 
en général différentes de zéro, et opposées deux à deux; 
donc 

VU) 

u” 


es( une fonction paire de u du degré n(n ■ — i), ou nue- 
fonction de ir du degré — — • 


che dos racines d'n ne équation donnée. Dans les Transactions philosophiques , 
1,63, p. op/j, Wariqg a fait connaître, sans démonstration, les équations 
aux différences des racines des équations dn f\ e et du 5® degré, avec les ca- 
ractères qui en résultent pour la réalité des racines do ces dernières équa- 
tions. L’equalion aux différences des racines d’unè équation donnée a été 
traitée avec développement par Lagrange ( Histoire de l'Acadèmic de llerlin, 
* 1 767, p. 3n; art 8. et Résolution des équations numériques, art 8 clqG ) - 


••• • 
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Comme ou a, par le théorème de Taylor, 


f(x -h II) =/(*)-+- uf'(x) -f 




k =/(«)+ a*/' 

\ (u) = o est évidemment la résultante des équations 

o =/(*), , - 


o =/(«) + H /"(«) 

« ( • ?• 


el 


ïii>=„ 

la résultante des équations 
°=/(*)> , 

=/ ' (T) + O +• 770 /*(*)+—+ «. *"-• 

En faisant, dans cette dernière, u = o, on obtient la résul- 
tante des équations f(x)'=oetf'.(x) = o, c’est-à-dire 
la condition pour que deux racines au moins de l’équation 
f(x) — o soient égales entre elles (il). 

§ XIII. — Des déterminants fonctionnels. 

i. Etant données n fonctions f, f t ,. . des n varia- 
bles x,, Xt, . . . , x„ , et f tjl désignant la dérivée partielle de 
f par rapport à la variable .r*, de sorte que 

dfi 


fié 


dxk 


le déterminant de degré n, ' 

/i.t f\.i • ■ * J \,n 

^ fi. i /,!• • Â, 

fn. I yïi.î • • • fut » 
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s’appelle 1 e déterminant /lu système des fondions données 
ou le déterminant Jonctionnel du système (*). Ce détermi- 
nant se réduit à un déterminant de degré inférieur, lors- 
que, par exemple, /, né dépend que de x\,f que de a:, et 
de x. (§ II, b). Le déterminant fonctionnel se réduit à son 
terme initial, lorsque/ - , est une fonction de X, , f, une 
; fonction de x t etdeXj,/, une fonction de x,, de x, et de 
j's, et ainsi de suite (§ II, 7 ). 

2. Soit f, une des n fonctions données de'x, , x, x„., 
dans laquelle la variable x, ne manque pas: alors X, est 
une fonction déterminée de x„. Soit f t une des 
fonctions restantes, dans laquelle la variable x s ne manque 
pas, après que .r, a été exprimée au moyen de /, , x ; , . . . , x„ : 
alors x. est une fonction déterminée de JH JW ,r 3 , . . ., x„. 
Soit J, une des fonctions restantes, dans laquelle la varia- 
* ble xj ne manque pas, après que X, a été exprimée au 
moyen de/ - , , x, , . . . , x„, et x, au moyen de /,,/,, x 3 , ... , x„ : 
alors x 3 est une fonction déteiminée de/J,/,,/i, x 4 ,..., x„. 
Et ainsi de suite. D’après cela, on peut considérer, quoique 
en général implicitement, 

f comme fonction de x,, x 3 , x„, 

y- f ■ • 1 • de f \p Jr„ x 3 , ........ x„, r 

f . de f, x„ .• . x„, 

f > .... d... i ... . , t de /» fi, f, ■ ■ /*_„ x„ . 

En entourant de parenthèses les dérivées partielles des 
fonctions ainsi transformées, pour les distinguer des déri- 
vées partielles des fonctions données, on obtient le détermi- 
nant fonctionnel du système proposé sous la forme du produit 



( * ) JaCoRI, De delcrmi nanti ffùs funçlionahhus ( Journal de ('relie, t. XXII, 

p. 3ig),§ 5 . : - • 

(** ). Jjicobi, Vet . funct. ,§ 8. • 

8 


* 1 
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n'étant pas différent de tandis que (^~ 'j diffère 

de ^ en ce que f y est considéré, dans le premier ras, 

comme une fonction de _/), x,,. . , , r„ et dans le second, 
comme une fonction de x,, X», . . . , x„ ; et ainsi de suite. 

Démonstration. — D’après la supposition faite sur f t , on a. 

45_/£A (Æ\ + { <!â\[Vi\ 

d*k \df,j \tixi ,) \d/J \r>xij 

• +mM) +(&)■'■ 

On a dotions VI, 1) • 


d/, 

d/, 

dx x 

(ijc n 

dfn 

d/; 

tix, 

dx„ 


(I) ■•>• 

/ #A (<tfA 
\dfj ' 


rf/\ ' 

— 1 o o 

dx,J 

®(g) « - 

/«VivfÿU 

\,Uj ' 


Les deux derniers déterminants se réduisent à leurs termes 
initiaux (§11,7); l’un a pour valeur l’unité, l’autre est 
égal au produit ci-dessus. 

• _ , 

.3. Théorème. — Si le déterminant R du système de 
fonctions f t , f*,- • s’annule identiquement, les fonc- 
tions données ne sont pas indépendantes les unes des au- 
tres, et réciproquement (*). * 

Démonstration. — Si le déterminant R s’évanouit iden- 
tiquement,- il faut qu’un des fadeurs du produit (2) 


(Êù\ (‘h\ (Éât\ 

[dxj [rtx j" \ etx u ) ' 


(*) Jacûbi, .Del» funcL, §§ et 
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s'annule identiquement. Or les quantités. • 

. \>U, )’ U-cJ’ • ’ 

sont, en général, différentes de zéro, puisque, par hypo- 
thèse (2), Yi contient la variable x, y f t la variable x t , . . . . 

Il faut donc que ce soit 

m . /.■ ''y;. ' 

qui s’annule identiquement, c'esl-à-dire que la dernière fon< - 
. lion f a doit pouvoir s'exprimer indépendamment de x„ , au ‘ 
moyen de fifft , • • - ,f a - 1 seulement. Mais, il peut aussi se 
faire que x„_, et x n n'entrent dans aucune des deux der- 
nières fonctions, après que l’on a exprimé la variable x, au 
.moyen d ef t , x t , . . .,x„; la variable x, au moyen de 
x, . . . ,x„-, . . . , et enfin la variable x n ^ r au moyen de 
f \. ... . , j'„_ t , .r„. Dans ce cas, la quantité 

Y— ^ • 

\ — ) J 

doit aussi s’annuler identiquement, c’est-à-dire que cha- 
cune des deux dernières fonctions f, doit pouvoir 

‘ “s'exprimer indépendamment de'x„_,, x „ , au moyen de 
seulement. Et ainsi de suite. 

Réciproquement, si les fonctions données ne sont pas 
indépendantes les unes des autres, mais que f„ , par exem- 
ple, soit exprimable en . . -,f,~ i seulement, sans x„ , 

alors ^ est identiquement nul, et par suite il en.est de 

même de R. 

Cas particuliers. — Si . , . ,f n sont des fonctions 

linéaires de x,, x s , . . . , x„, le déterminant de leur système 
ne diffère pas de celui des équations linéaires (§ IX, 1) 

/t="o /, = «!,•••> /, = «»• 

• ' . ' t ' a. 
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Dans le cas où.rç déterminant s’annule, l une des fondions 
données' est exprimable au moyen des autres, en vertu 
d’une équation linéaire de la forme ' • 

Ci/, -t-e, /,+ ..» -f- c„/„ = o, - 

«I les équations données ne sont pas indépendantes entre 
elles (§ IX, 2 ). 

Si fi, ft, • , f a désignent les dérivées partielles d’uno 
fonction F, le déterminant fonctionnel R n’est autre chose 
que le déterminant desdérivées partielles du second ordre de 
F, et a été appelé par Hesse ( Journal de Crelle, t. XXVIII, 
p. 85 ) , pour abréger, le déterminant de F. Le même déter- 
minant fonctionnel a été nommé par Sylvester [Catnbr, 
and Dublin math. Journal, t.YI, p. 186) le Hessien (Hes- 
sian) de F. Lorsque, en particulier, les dérivées par-, 
tielles de. F sont liées par une équation linéaire -de la 
forme 

-* l ^ « 

r, f, •+■ -4- . . • H- r„f„.=z o , 

. . t, 

le déterminant de F’ s évanouit identiquement; et par la 
substitution linéaire 


x > a? b,.\ y + • • 

• - 1 - y n ^\-\~c, y„. 

> 

*.==&, 1 y, + . 

■ ■ .+ b*.*- 1 1 -+ -c„ y„. 



F se change en une fonction des variables , . , v ‘ 

à cause dé ■ • ' "’l 


f/F _ - r/r, 
"f/r« ' d/n 


■ , dx„ 

• -t~fa -T*- .= f -t- ■ 
dr„ 


• -+-f./„= o. 


Voir Hesse, Journal de Crelle, t. XL,] I , p. 1 17. 

* ' ‘ v • * t, 

4 . Soit U une fonction donnée des quantités./ - , ,/j, . . ,,f„,- 
chacune de celles-ci étant une fonction donnée des quun- 
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tltCS *A | ? -t 2 s • k * y x„psoii, de plus, Il le déterminant folie* 
tionnel , ( -, 

[À.-.- f.n I 




L'intégrale multiple 

/ V ri/, U/ „ 

est égale, eu valeur absolue, à l’intégrale ' 

r . < , 

U R Hx, lie-, . . . ii.r „ , 


f' 


les limites des nouvelltÿ intégrations devant être détermi-* 
nées au moyen des limites données des inlégratiohs pri- 
mitives 

! Démonstration . — Considérons d’abord, cointne ei- 
dessus, 

f comme une fonction de r, , .r, , Jt.,, i 

f, de f , , Xj, jîj,, . > , ; 

/ ... de /, , x , , . . . , x„ ; 

■ de/,, /,. . . /«!,, •*„, 

ét distinguons les dérivées partielles des fonctions transfor-' 
niées en les entourant de parenthèses : on pourra intro- 
duire successivement, comme il suit, les nouvelles variables 
dans l’intégrale donnée. 

Bu commençant par intégrer par rapport à f,, il faudra" 

(*) La 'transformation- d'une intégrale multiple a été effectuée pour la 
première fois par Euler'* j 7 5 o, Nov. (’omni. Pelrop. t i/j, I, p. 7 •2. Peu de 
temps après, Lagrange ( Mémoires de l'Académie île Berlin, 1 7^3, p. lia) a * 
traité la transformation d’unè intégrale triple par une méthode applicable v 
au cas général . La transformation d'uno intégraki .multiple: en général e^f 
duc 5 Jacobi ( Journal de C relie , t, XII, p r 38 , et -Dr*. /uncJ.'j $ 19) 
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remplacer la différentielle df„ par ^ j Ær„» pour intro- 
duire, au lieu de la variable f n , la variable x„. On a d’après 
cela 

. Jvd/df.. df n = J U ( Jf . . . rf*„. 

En commençant le développement de cette intégrale trans- 
formée par l’intégration relative à f HJ _ ,, on devra rempla- 
cer df„_, par d x *-t i pour introduire, au lieu de 

la variable/„_,, la variable ce qui donne > 

" = / u {lèz ) ' ' ***??*■■ . ' 

Eu continuant ainsi, on obtient finalement , 

/ u,//, :.df„- fv (g) 

Mais le produit des dérivées artificielles qui supposent les 
transformations ci-dessus, n’est autre chose que le déter- 
minant des fonctions données . . ,f„ (2). 

5. Orr parvjent à la même règle en poursuivant la mé- 
thode que Lagrange a employée (l. ci) pour la transforma- 
tion d’une intégrale triple. 

. . . , /„ étant des fonctions des variables 

y ... j X H y * 

on a le système des équations linéaires - 

tlf tix- 4- • - • -t- y! ,n <1** » 


df* =•/».! rf*, ■+■ •/»,' -V • •• '• M-A* 
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La résolution Se te système donne (§ IX, I) 

Ji.kdjfi -+- ’f-.kdf, H- ... H- fn.kdf, = , 


en posant - 

• 

• • 

> . * • . 

• • /,.« 

R,- 


J . * ' !.. 

f. f,.n 


et désignant par le coefficient de f t i, c’est-«à-dire - de — * 

dans R„, de sorte que, en particulier, ç„,„= R„_i (§111, 5). 
Soit maintenant 

f Vd/,df,:.. df n 

l’intégrale multiple à calculer, et U une fonction donnée 
de f\i • • • , f, • Si, dans la suite des intégrations à effec- 

tuer, on commence par l’intégration relative à f n , on a à 
chercher la somme de la différentielle U df„, avec la condi- 
tion que fn^i restent constantes. D’après cette 

condition, on a, dans le système précédent d’équations 
linéaires, • 

d.f\ — o , — o,. . dfn^ , — — o y 

et par conséquent 

R„_, df n = R„ dx„ 

• R 

de sorte que l’on peut remplacer df„ par — — tlx„. Ou a 
par conséquent 



les limites de x„ devant être déterminées d’après les limites 
données de J„. Si l’on commence le développement de l’in- 



120 SKCONUK r^UTlB, § XIII. 

tégrale ainsi transformée par 1 intégration relative a la va- 
riable on a à éherclièr la sominc de la différentielle 

U 'vr~~ djn-i y fi, fil • • • restant invariables. Mais 

t\ n — | .• * ‘ ' * 

- ... * * W" 

on a, dans cette supposition, 

^/. = o = o, f/x„ = o , 
et par suite on a le système de n — i équations linéaires 
o=f. t z/x, ~h . . . 


/«-i.i r/x, -K. </x„_,.' 

On en lire, comme ci-dessus, 

. J 

dfn—l R-n — I dx n —t I 

de sorte que l'on peut remplacer df,_ t par ~ — '■ et 

U ilf n ^t par L) iJx^ t . On a donc, en prenant des 

R»-i n n _, 

limites convenables, 

f U df... df„_, dr„ —fil dj\ . 'if,,—, dx„_, dx n . 

J 1 »/» — i J 

L expression qu'on vient de trouver pour l’intégrale mul- 
tiple cherchée peut se transformer par des considérations 
analogues, en. remplaçant, en vertu d’un système de « — a 

équations linéaires, df n _* par d.r„_, , ce qui donne 

”n-5 . '* V 

JV df , ... . df„, d.r„ 

— .1 C ^ df,, . d/„L ; dx„_, dX"L.,dx„ ; 
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•et ainsi de suite. Ôn trouve enfin, de la meme manière, 

J U ~ df x dx t . . . dx n = / UR„ fit i dx, . . . dx„ , 

on commençant par intégrer relativement à j \ , et rempla- 
çant, en vertu des conditions 


. dx, — o , dx i — o , 

df,. 


dJç, — o, 


la différentielle dj x par dx, , c'est-à-<lire par H, dx , . 

0. Si j\ , ft, • • • , fn ne sont pas données immédiatement 
en fonction de x,, x, x„, mais en fonction des jj 
quantités y,, y t , . . . , y p , lesquelles Sont des fonctions don- 
nées des variables x,, x„ v . x„, on trouve leur détermi- 
nant fonctionnel de la manière suivante (*). Ç)n a, par 
hypothèse, 

,l A — Ai A + ‘Ai ‘Ai + 

dxt, dy i dxk dy, dxy 


‘Ai Ai, 

dy f d.r k 


et par suite 

C i,k TT- Mi,* b, ,k-\~ <*t . 2 

en posant 


" 4 “ d' -P , 

■iy, 




dxt 


df, df, 

dx k dyt 

Si l’on désigne par P, Q les déterminants des éléments 
a , b, et par R le déterminant cherché des éléments c, 
on a (§ VI, 1)', pour 

R = o, , 

c’est-à-dire que, si les fonctions données peuvent s’exprimer 
au, moyen (l’un moindre nombre de fonctions des mêmes 
variables, le déterminant fonctionnel est identiquement 
nul, comme on pouvait sv attendre d’après le théorème (3). 


(*•) «J.uftai, /)<r< . funci , j>t . 
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Si p == n ; on a R = PQ, c’est-à-dire 

À... A 

dx, d.r„ 


A... A 

dx i dx„ 


àf, 

df, 

J 

llx x 

dx n 

= 2 



df 

df ri 


dx, 

dx„ 



df 
dy , 

df 

■ dy n 


dy, 

dx , 

. A 

dx„ 

df 

df 


( iy n 

dy„ 

dy. 

dy n 


dx t 

- dx„ 

p Q< 

c’est-à-di 

re 



df 

df, 



dy. 

dy r 

dy r 

dy. 



dx, 

dx. 

df 

df 



dy. 

dy. 

dy r 

dy, 



(i.T { 

dx ; 





\ 



Les termes de cette somme s'obtiennent en prenant, pour 
le système toutes les combinaisons de n indices 

pris dans la suite i, 2 ,. . p. 

7. Si J,, J s , . . , f„ ne sont pas données explicitement en 
fonction de x t , x x„, mais implicitement, par la 
condition que n fonctions <p,, ©„ des variables 

f\, fi, ■ ■ T,, x„ . . . , x„ s’annulent, on a 




A.,. d A 

dr „ , 

= (—!)" 

dy, dy, 

dx, cLv„ 


dy, dy, 

df ; df 

df 

df „ 

dy„ dy„ 


dy„ dy„ 

dx, 

dx„ 


dx, dx„ 


df, df 


Démonstration. — En vertu des équations données 
— 0 , <p 3 = 0 ,. . , Ç„= O,. 

chacune des quantités/",,/,,...,^ peut s’exprimer au 
moyen des quantités x,, x „ . . . , x n . En substituant les va- 
leurs trouvées dans l’expression y,, on obtient l’identité 
çp; = o, et en différentianl celle-ci par rapport à "x*, il eu 

( * ) JagobIj Del . junct . , g u>. 


Digitized by Google 



' APPLICATIONS DKS DÊTBBM1N AM S . 

résulte l’identité 

d<fj | df, df, t h ity ‘J& _ n 


t/j.j r//i 


'//« '/-a * 


c’est-à-dire 


en posant 


eu : 


= è,-,i Ui.r -t- . . • -t- bi-.n » 


df, , d fi ■ df', 

i; 4 "=^' 



En désignant les déterminants des éléments c, b , « respec- 
tivement par T, S, R, ou a (§ VI, 1) 

T = SR, R = ï:S, 

et d'ailleurs (§ 111, 2) 


df, 

do i [ 

dx , 

<4c„ j 

♦ 


. 


dx, 



8. Lorsque /,, /,,..., /, sont données en fonction 
de x, , x, , . . . , x„ par les conditions que n -+- p fonctions 
y,, <f„ +P des variables/,,/,,..., /„+,,, x,, x„..., x., 

s’annulent, on a (* ) 



df, 


df, 

df,' 

df, 

df, 


df, 

, tl<t ' ! 


dx„ 

= (—'Y 

dx, 

dx„ 

dfn+\ 

df„+ p 


df 

dfn+p 


df, 

dfm+p 

df„+ P 

dfu+p 

dfn+f 

* 

df„ + n 

df„+p 

dx, 

dx „ 


dx, 

dx„ 

df„+, 

dfn+p 


df 

( tfn+p 


Démonstration. — En vertu des équations v 

<p«4-l = O y === ?» " * » ?»+/» = ° > 

Vin pi:utxxprirner / lH .,,/ l+2 , ■ • . , /,+,, au moyeu des autres 


( 4 ) J.tConi, DiU . Junct . , ^ lit 
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quantités; par conséquent, en vertu des équations 

' * • \ . • \ ‘ ‘ 

. . O, = p, <p,v= ©„ = o, 

les quantités j\ , f„ seront exprimables cu jt,, 

x j , . . . , .r„. On a donc ( 7 ). pour » = i, 2 , , . . , » + /i-, tant 
que A ne surpasse pas n , 


’hi d f- _ 

'te* df, tir ^ df„ d.r t ~~ °’ 


c’est-à-dire 


c <.* A;.| fl,,* +•• . . -+- A/.n 


en posant 


„ _ „ _ Afi 

— 7 — * ~ ’ <ti,k — — “J — * 

«** <#* l/jT* 

Si au contraire A est plus grand que n , posons 

'V_, • /'*• 

c,.* -a- _ — bj *. * - , 

_ dft . ... . . 

En désignant les déterminants de degré n -f- p des élé- 
ments- é et b , et le déterminant de degré « des éléments a 
respectivement par T, S, R, 011 a (§ VI, -i) 

T=SR, r = t:s. 

On àg en particulier, . 


i/.r, 


d<f 1 df, dtf 1 

'Z/ - ,, Vf„ 

dy„d<f„ di f„ 


'te, r//~, 




dtf, 

d y. 

dfi " 

’ df„ 

di p„ 

d<fn 

dÿ" 

' '/y;, 


D. Soient J’tt-Jty . des fonctions, indépendantes 

entre elles,, de .r,, a, , . . . , x„ ; les quantités x,, x, v . . . , ,r„ 
seront aussi des (onctions 'indépendantes entre -elles de 
/i, /»., ■ - . , (> déterminant du système /",, ,/<■• /. . /„ 

et celui du système .r, , X,,. . . , .r„ sont réciproques l'un 


) 
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de l'autre, c’est-à-dire que leur produit est égal à limité (*). 

Démonstration . — -Polir différenticr f, par rapport à /., , 
jl faudrait exprimera:,, x,,...', x„ au moyen dey,, /"s,. . 
et former 

d/i dx, flfj dx, dfj dx„ 

<lx, df k dx, df k d.r„ rlfi 

Or celle somme est égale à zéro ou à l’unité selon que A est 
ou n’est pas différent de i, puisque s °nt indé- 

pendantes entre elles. 

Désignons par a, ?ll , par et la somme en 

question par e ()l . En désignant de plus par R, S, T les 
.déterminants 


n, fl : 



à,.i ■ . A, » 


c,. t . 

• <„ 



» 

A,.i . 

> 

^«,1 

• C„.„ 


oit a 

c,-,* = a,., -I- . . . -4- ai,, b *. ( , 

et par suite (§ VI, 1) 

T = RS. 

Or e >; , est égal à o ou à i selon que A est ou n’est pas diffé- 
rent de /; par conséquent T = i (§ II , 7), c’est-à-dire 


t. 



df, 

4f, 


dx i 

dx„ 


rf/, 

dju 


r/j:, 

dx H 


rLr l 

dx, 

W, ' 

'W,. 

(IjCh 

dx„ 

# ' 

df„ 


•10. R et S avant la signification ci-dessus, et les cocfli- i 


(*) J.-COBI, Del. /un et , Ç K. — .Voir Moebius, iournal de Chilfa, t. XII, 
p. Il6i. 
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•■ients de dans R et de dans S étant désignés par 

dx t df 

Pt,i 1 oft aura (*) 


dXi 

*k.{ 

df. . 

pu 

df 

R 

- ) 

dxi 

T’ 

fi. T, 

ri. z, 


dfm+l 

dfmm., 

<1/ 

dfm 


^*m+ 1 

dx H 

dr,„ 

dx m 


df, 

df 

df ‘ 

dfm 


dx*+, 

dx « 

df 

df \ 


! dx„ + , 


dx, 

dr m 



df 

< ' 

df. 

dfm 


dx u 

dx„ 

dx, 



e (fm+, 

w» 


Démonstration . — D’après 1rs notations employées (9), 
on a 


ff\.\ è i.j -4- Oi.j + ■ 

. .4-0,,» !>„,* = a 

• ' * 

fit. 1 b\.i -t- «»,: è,,| -4- ■ 

■ • -H at. n è„, 1 = 1 

««,1 è,,* + o 

• • -+" &n,n b n> k = O. 

Multipliant ces identités respectivement par 

®i f t * *3,/ ? • • 

■ j a «,i » 


et faisant la somme des produits, on à (§ III, I) 
R hi.k — 

On a de plus (§ VII, 2) 


<* 1,1 • 

• ■ su,* 

_ R —. 

, 4 

a «-H • 





a», *4-i • 

• *!*,«■% 



( * ) Jacobi, Del. funct . , 8 et 9 , 


bigitrzedhy Google 


Applications des déterminants. iî; 

En substituant les valeurs que l’on vient de trouver pour 
le premier membre devient (§ III, 2) 

b>,,...b,,„ 

R” . . . .. . i . , 

b m ‘> • ■ ■ b m , m i 

d’où résulte la seconde propriété énoncée. Lès autres pro- 
priétés résultent de celles que l’on vient de démontrer, en 
échangeant simultanément f avec .r, R avec S. 

1 1 . En désignant par t une quantité dont f , , /i, ; .- . , /„ 
dépendent suivant une loi donnée, on peut former 

( !!±, (l fl ... d A 

dt dt ’ 9 dt * 

* e • . • • 

Les quantités x,, x s , X „ , qui entrent dans ces quotients 
différentiels, peuvent s’exprimer au moyen de f,f„. . ., /„, 
et alors on peut differentier ces quotients différentiels sui- 
vant /i, /,,. ... Le déterminant fonctionnel R (9 et 10), 
•qui était d’abord une fonction de x,, x 8 , . . . , x„, peut s’ex- 
primer au moyen de f it . . .,f n , et alors on peut le dif- 
férentier par rapport à t. En désignant, d’autre part, par u 
une quantité dont x,, x s ,. . ., x„ dépendent suivant une 
loi donnée, etc., on a, d’après les notations admises (*), " 


„ -ÆAÆ . /A 

r/logR dt dt at 



(”)Jaco8i, Un. funct.,§.Q r — Voir Jacobi, Journal dr Ctrllr, 1 . XXV11, 


■ V /•>** 
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SEClUNDE 

t 

PARTIE, $ X 

III, 

1 J • 

. - 

d‘± 



,Æ‘ 

d loi; S 

du 

du 


du 

du 

dx. 

dx : 1 ' 


dx,. ’ ; 

/ d.r x \ 


/ dx-, \ ' 


. / dx„ \ 


d 

R — \ 


d R —f 

\ du ) 


V '<“) . 

. 1 

‘ \ du ) 


dx i 

Ou a en particulier (*) 


dx { 


dx - 

dx„ 

+i!üV... 

df 

H T,* ’ 

df. 

ilai . 

-J. * -’l 

d*k.n 

dvj 

d.r n 


Démonstration. — D'après Je §111 > 10, on a 

ir/R ■mr' </***.', 


cl d’ailleurs (10) 


•et 


~dt~jL a ' v ‘ "^ÿT ’ 

ïjA 




dt dt dx x 


Mais on a maintenant 


</.r, d‘f ilx, i i _ r/'/i f/a„ 

— — - — — — - 4 " ■ ■ • ~r 


4 

dt : 


lit dx, dfi dt dx-, df, 

et par suite 

‘ d% 


dt dx,, dfi dfi 


d R dt d log R 

lü =v " 2é~df' ~ % ~~ 2* 


d d M 

dt 

~df" 


( *. ) Jacori, tournai de t Çrellï, L XXVII, j). toj. 
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Ou a, de plus. RS = l (R) et par conséquent 

log R log S = o, . 
et 

d d -à 

i • 

Le déterminant fonctionnel S étant une fonction des quan- 
tités f u f t , . . . , f n , qui renferment la variable t, on a 


dS __ (IS 4/] dSdf >IS dfn 

dt df x d( df, dt ~df u dt 

Si l’on joint à cela que 



on obtient la seconde des identités que nous avons posées. 
Les identités analogues s’obtiennent par l'échange simul- 
tané de t, /, R avec u , x, S. 

Si en particulier 1 = ^, on a (10) 

df, . ' 


12. Si l’on désigne par X, X,,.. X„ des fonctions 
données de x , x„, par / une fonction' indéter- 

minée des mêmes variables, et que l’on pose 


•H/) = x 


A L. 

d:r 


■X, 


d.T t 


■X. 


dx n 


si l’on désigne de plus par/,,/,, ...,/„, n solutions indé- 
pendantes entre elles de l’équation linéaire aux différen- 
tielles partielles <p {/) == o , de sorte que (/,), ij; (/,),.. ., 
xi (/„) s’annulent identiquement , il existe un multiplica- 



l3o SECONDE PARTIE, § XIII. 

teur M, au moyen duquel <|i (f) devient le déterminant 
des fonctions /, ft, - • • yfm c’est-à-dire qu’on a 


M ■!(/) = 


d L 

£ .. 

. ÉL 

dx 

dx , 

dx n 

df 

df . 

df 

dx 

dæ x 

dx H 

df» 


..Va 

dx 

dx, 

dx„ 


et l’on a, en désignant par i un indice quelconque, et par A, 
/If 

le coefficient de -f— dans le déterminant fonctionnel , 

«X, 


M — 


A, 

%' 


ou, ce qui revient au même, M est une solution de l’équa- 
tion linéaire aux différentielles partielles 


rf(ftX) . d(pX, 


«i. 


dx dx, dx„ ' 

En effet, du système des équations linéaires 
• ' = + + •" +X "£’ 


o F x^x;| 

dx dx, 


■ TU, 


'11. 

dx n 




-H - f- +X„^, 

• . . * dx dx y ax n 

il résulte (§IX, 1) • 

•H/)A, = X,R, .. 

B désignant le déterminant du système linéairé, et A, le 

v * « ‘ ' * . » / - * 

(* ) Jacob t f - Journal de Crelle , t. XX VII, p no. 
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coefficient de dans R. Si l’on fait maintenant 

dx, 


i3i 


on a (11 ) 


Af == MX,-, 


/f (MX ) ' d( MX,) 


d( MX») 


d x dx , dx„ 

Remarque. — La fonction des quantités x, x,,. . x„, 
désignée par M, a été nommée par Jacobi (/. c.) le multi- 
plicateur de l’équation aux différentielles partielles 

W) = 0 , 

ou de L’équation aux différentielles partielles 

„ Y Y v dx 

0=rX_X '^, X " dï n ' 

ou du système d'équations différentielles ordinaires 

• «fa : dJci : dx, : . . ; : du ■=£ x : x, : x, : . . . : x* , 

parce que la résolution de ces équations aux différentielles 
partielles et celle du système d’équations différentielles 
ordinaires sont étroitement liéesentre elles. Soient, en effet, 
7t une solution de l’équation (p (/) = o, et x une fonction 
.de x,, x,,...,x„, déterminée en -égalant re à une con- 
stante arbitraire : on a 


o = X — h X, — — ■ 

dx dx , 

dr. dit dx 

dx, dx dx, 

dit dit ' dit 

dot ' dx, ’ dx, ’ 


-X„ 


dit 
dx„ ’ 


-o, 

dx 
dx | 


et par suite 


o =X — X, 


dx 
dx y 


X„ 


dx 
„ dx, 

dx 


dx„ 


Soient, d’autre part, /,, f n des solutions indépen- 

dantes entre elles de l’équation t|/ ( f ) = o : en égalant ces 

9 
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i3a seconde partie, jjx'iv. 

solutions à des constantes, on a 


dx dx t 


+ — ^„ = o, 


df <v. # , 

-3- rf* 4 - — rfx ,-+-••• 4 - — i = o, 

dx dx i dx n 

et, par la résolution de ce système linéaire, il vient 

<ix : dx, : dx, ; . . . = a : a , : a, : . . . 

= X:X,:X,:,.. 

§ XIV, — Théorèmes sur les fonctions homogènes . 

1 . Soit u une fonction homogène, de degré m, des va- 
riables x, , x, , . . . ,x„ en désignant ~ par n,, on a, par 
le théorème d’Euler (*) , 

, • mu — U, x, 4 - ■ ■ . -h «„ x„. 

En appliquant le même théorème aux fonctions homo- 
gènes , u , , de m — t dimensions, et désignant 

(ft ff ^ 

d - par m, j( , on a le système d’identités (**) 

[m — l) u, = x „ , 



(/« — i) U„ = u,,„ x, 4 - ... 4 - U„'„x„. 

2 . D’après les notations adoptées, on a 

. . 

OT (/« — I )« = (***.), 

• /,* 

/ et A devant être égalés successivement à 1,2,..., «. 

(*) Mcchanica, 1 736, I. Il, §§ 106, /197. — Cale, diff., § 235 . 

( k *) Hesse, Journal de Crette, t. XXVIII, p. 78. 

( *"* ) Lacroix, Cale, di/f., § 91 . 
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Démonstration.- — En multipliant les identités ci-dessus 
respectivement par x, , x. , . . : , x„ , et les ajoutant, on 
trouve, pour second membre, la somme en question, à 
cause de 

d} u (Pu 

' j ~ï~~ — — j i — ^t,o 

fitVfd-JOff t dx/f djc t a 

et, pour premier membre, ni (ni — i). n, parce qu'on a (1) 
«, x, -f- ... -I- «„ x„ — mu . 

Remarque. — Si l’on exprime à leur tour les dérivées 
partielles secondes de la fonction homogène au moyen de 
ses dérivées partielles troisièmes, ou obtient, pour la fonc- 
tion homogène, la somme des produits de ses dérivées par- 
tielles troisièmes, multipliées par les variables par rapport 
auxquelles elles sont différentiées; et ainsi de suite. Toutes 
ces décompositions d’une fonction homogène s'obtiennent, 
comme l’a remarqué Serret ( Algèbre super. , note XII), 
en multipliant les variables par i-J-w, et par suite la fonc- 
tion homogène par ( i -+- m)’", et développant l’identité 

/(x, -+- t»x, ,jr ! -t-ur ! ,...,x, + 0)j,) = ( r -h w)"/(.r, , x , * ..., x„)i 

par rapport à. a, à l’aide du théorème de Taylor. 

3. La résultante du système de «+i équations li- 
néaires identiques, donné au n° I , est (§ IX, 3) 


m 



• 


} — i 

- u 

l. t 

«i . 

■ • «„ 



u, 

«m. 


— O 


«/. 

«..»• 

« • W/i.n 



en supprimant le facteur m — î dans la première ligne 
verticale d'éléments ( § III. 2). Le déterminant de de- 
gré n -+- i qui compose le premier membre, peut III, 3) 


Digiiized by Google 
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être considéré comme la somme des déterminants 


/// 





V • 

' 

T « 

U 1 : 

U H 


o- 

M, . 


w — r 







o 

#1,1 ... 

• «n.l 
.... 

-i- 

«i 

«1.1 • • 

• «n,l. 

* 0 


• ^«,n 


«» 

#•;«• - 

• ^n,/i 


Le premier de ces déterminants se réduit (§ II, S) à 

I «. »... 


» i.» • • ■ 


Le second déterminant peut se développer d’après le § V ,2 ? 
parce qne « i>j( = ttjj. Si l’on pose, en effet, 


«..i ■ ■ 

• U n> t 


' 

. * 

Ui,n ■ 




’ 


et qn’on désigne par at 1)t le coefficient de u, , dans v, de 
sorte qu’on ait a iyl ~ a t>i III, 8) , il viendra 


l ^ 

U\ . . 

• K» 

Ut 

«•M • 

« «,l,l 




Un 

«!.«• • 



— .2- 


«i «i.t • 


LU 


v Par suite, l’identité ci-dessus devient 


y a, ’H Xi'-A — O (*). 




(•) Hesse, Journal de Crelle , l. XXX VIH, p Q.^ 2, 


, < 
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•1. Du système linéaire ( 1 ) 


1 35 


• ■+■ tl , .T| -f- . . . H- U n X H —— O y 


(m — i 


— {m — i) «/' + «,,i .r, 4- . . .-t- «„.i -r„ f= O,. 



— [ni — i ) u„ . -H nid x x -fr- • • • -jr u n<n x n = O , 

il résulte, d’après le § IX, 3, et en ayant égard au § VII, 5, 
qu’on a la proportion 

(i) — (/»— i) ; x, : : *, : ...==/»: Vpüi s/pZ* : •••» 

en désignant respectivement par v, (3,, (3; >t les coefficients 
de - 


-, u,, ti/'H dans le déterminant, de degré n+i. 


«I : • • "u 


ni — i 

n | Il » 


u„ 


On a, en effet, 

R=o(3), p (V ,c=p*.; ($111,8}, 


Vp.,iP = pi, vpw P m j= Pi.* (§ VH. S), etc. 

Par conséquent, si un quelconque des déterminants par- 
tiels premiers, de degré n, du déterminant identiquement 
nul R, s’annule, alors les autres déterminants; partiels 
premiers de R s’annulent aussi identiquement, et il en est 
ainsi en particulier pour v\ et réciproquement. 

La proportion précédente nous apprend que 

, __ / P... _ \Ti7J 0 

m — i Ve <’ 


Xj Xk ' _ t/pi.i P *.* , 

( m — i ) ’ <\ 
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Or oh a 


• V P-'.I » = p.> 

/ p.,. P*,» = Pas 


par conséquent 


• 

fil) p,= *' V, 

m — i 




5. Les relations que nous venons de démontrer sont 
d’une grande utilité dans la théorie de la courbure des 
lignes et des surfaces. Soit J une fonction des coordonnées 
rectangulaires x,y d'un point;/ 1 = o sera l’équation de la 
ligne sur laquelle se trouve le point (x,y). En posant, de 
plus, 


tL—f 

tlx' 

on sait que 


H-f 

Tx~ s " 
d‘f <Pf 


df.. 

dy 


dx dy dy dx 


-J"— />'» ~J~T —Jyi 


x — ç : y — n—f \f, 

est l’équation de la normale à la ligne (J = o) , menée au 
point (x, y) de cette ligne, \ , » désignant les coordonnées 
d’un point quelconque de cette normale.- En posant 

. -M*— 5)=/». M/— »)=/jV 

et dillérentiant complètement ces équations, il vient 

(x — Ç) d\ -+-> dx = df, , (y — -t- ). dy = df,, 

ou 

fi~==df, — Idx, df, — \dy, ’r 


( * ) Cela s'accorde avec les relations établies par Hesse, Journal deiircllc , 
t. XXVIH, p. io3, ett. XXXVIII, P . a4a. 


» 
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l3? 

pour la normale à la ligne [J = o) , au point 
(x+dx, y 4- dy), 

laquelle a de commun avec la première normale le point 
(£, rj), c’est-à-dire le centre de courbure de la ligne (/= o) 
au point (x,jy). Des équations v . 

0 = fdx-\r f, dy, 


/y = (fn — >•) dx -+- 


- d\ 

f ' — ~ 


J»dy, 

fn dx -f- {fil — A ) dy j 


il résulte (§ IX, 3) l'équation 

I o f f 


= o, 


f 

f f-, /,, ~ À I 

pour la détermination de X. En développant celle équation 
d’après le § V, 2, on trouve f\ -t -f\ pour le coefficient 
de X , et, pour le terme indépendant de X , 

o f f 
/./..■/» 
fJnfn 


L = 


On a par conséquent 


i — 


— L 

r,+fl 


Enfin, on a, pour le calcul du rayon de courbure, que nous 
désignerons par p, la formule 


p 5 = (* — I ) 1 H- (/ — »)’ = 

et pour la valeur de la courbure, 

T _ — L 

p •(/?+/;)' 
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Le déterminant L est plus facile à traiter lorsque la fonc- 
tion à laquelle il sc rapporte est homogène. Eu désignant 
par u la fonction homogène des variables x, , x,, x 3 , qui 
devient identique avec/ pour x, = 1 , on a (4) 


L = 


eu posant 


0 u f 

u 2 




it[ n 
u 2 n 

n 

12 Wjî 



V 


(n, 

— <y 


"n "n 

“n 


1 = 

u n Un 

«V, 

9 


«c.i Un 

W 33 i 



et faisant x 3 =s t après la différentiation. 

Les points de la ligne (/=o) ou(« = o), pour les- 
quels L ou v sont nuis, et par suite la courbure nulle, sont 
en général des points d’inflexion de la ligne. Ils peuvent 
être considérés comme les intersections de la ligne (J = o ) 
ou (tt = o) avec la ligne (L=o) ou (v^o). Or f et u 
sont, par hypothèse, du degré m, tandis que v est du degré 
3 (m — 2 ); par conséquent les lignes en question ont en 
général 3 m(m — 2 )intersectîons. Donc une ligne de de- 
gré ni a en général 3 m[m — :î) points d' inflexion (*). 

6. Si f èst une fonction des coordonnées rectangu- 
laires x, y, z d’un point,/ - = o sera l’équation de la sur- ' 
face sur laquelle le point (x, y , z) est situé. Alors, d’après 
les notations précédentes, la proportion 


■z — ç : y — r, 


-C 

représentera les équations de la normale à la surface {J~ o) 


( * ) C«J théorème a été établi pour la première l’ois par Pliicker ( der 
Anal/t. Ccom.y p. La démonstration que nous donnons ici est due a 

Hesse ( loc . cit.). .larohi a donné une autre démonstration (Journal de 
Crelle, t. jL, p. a5f). 




Digitized by Qooglq 



APPLICATIONS DES DÉTERMINANTS. 1 39 

pour îe point (je, y, z) , et l’on pourra remplacer ces équa- 
tions par 

A(x — i)=/,, X(y — n)=f, X(z — ?)=/,. 

Les normales à la surface (_/ = o) , menées aux points 
( x , y, z) et (x 4- dx,y 4- dy, z-y dz), ne se coupent pas 
en général, mais seulement dans le ras où le second de ces 
points est situé sur une des lignes de courbure passant 
par le point ( x,y , z). Leur intersection ( £, rj, £) est le 
centre de courbure d’une des sections principales de 
la surface faites au point (x, y, z). En diOéren liant les 
équations précédentes, on trouve dans ce cas 


ou encore 


(x — Ç) dX 4 - Xdx = df , etc.. 


d\ 

_ f — = df — > dx , 


f-==df-Xdy r 


■ fi ^ = df, — Xdz, 


et par conséquent (§ IX, 3) 

f df dx 
f df dy 
f df dz 


Cette équation différentielle, jointe avec i’équation diffé- 
rentielle de la surface donnée, 

f dx 4 -f dy -f- f dz — o , 

I 

détermine la ligne de courbure passant au pviut (x-Y, z) 
« sur laquelle est situé le point ( x 4- dx, y 4- dy , z 4 -dz}. 
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Du système des équations 


O =f 

f dx 

<<r -+- 

fl dt. 

./i^=(/„ 

— \ ) dx 

"4“ fi dÿ -+- 

fi dz , 

«A 

flldx 4- (/,: 

— X) tly 

Aidz, 

3 T ~ 

/.a dx -+■ 

fil dy -I- (/il : 

-\)dz. 


: 0, 


il résulte, pour déterminer X, l'équation 

o /, ./, f 

f ,/ii — * /ii ./in 
/i ,/i: fi~ fri 

f /u /à.; /iii — ri 

Cette équatiou est du second degré, et X s y a, pour coeffi- 
cient, — f | — yj — /’ , tandis que le terme indépendant 
de X est , 

o /. f fl 
f /il /i: /u 

fl f\l fil fil 

f~ f \:\ fis fxi ' 


L 


En désignant par X', X" les racines de cette équation, on a 

y y — ~ ^ . 

~f\+f\+f\ 

En appelant enfin p la distance des points (£,n,£), s), 

il vient 

* '* . * • ( \ 

?* = [* — S) ! + (r— — ç) s , 


> p = m -h/i -h/"*i • 
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Par conséquent, p a aussi deux valeurs p', p", telles que 


v r P ' P " =/;+/> ■+■/>. 


Les valeurs réciproques 


i 



i 



sont d’ailleurs les cour- 


bures des lignes de courbure passant par (x,y, z) , ou des 
sections principales de la surface auxquelles elles sont 
tangentes. Le produit des courbures pi incipales de la surface 
(/= o) au point (x,y, z) est donc 


v J__ L 

pV' - (/? +f\ +/;)’“ 


S.i l’on désigne par u la fonction homogène des varia- 
bles x,, x, , Xj,a», qui devient identique avec f pour 
x v = i , on a ( 4 ) 


o », », », 

«i «u «12 «ir. 

• rtj W|j H}) 

«3 «I3 «33 «33 

Les points de la surface (/== o) ou (u = o) pour les- 
quels L ou f s’annulent, sont en général des points d’in- 
flexion de la surface. Ils sont situés sur l’intersection des 
surfaces (f= o ou «.= o) et (L = oour = o), Or f et u 
sont, par hypothèse, du degré m , tandis que v est du de- 
gré 4 (m — a). Donc la ligne <£ inflexion d'une surface du 
degré m est située en même temps sur une surface déter- 
minée du degré — 2 ) (*). 

7. Des identités données au n° 1, Jacobi (**), à l’occa- 
sion d’une proposition qui lui avait été communiquée par 
Hesse, a développé le système suivant d’identités relatives 



(*) Hesse, toc. cil. 

( 9 *) Journal de Cretle, t. XL, p . 3i8. , 
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au détei'minantdont il a été plusieurs lois question 


«l.l • 

• • 

«1.» • 

• • ®n.n 


On a d'abord (§ IX, 4 ) . 

(I) PXi=(TO— l)(a M a, + ... + <z nii u.), 

« (i i = «»,,■ désignant, comme ci-dessus, le coefficient de 
« ijt = Mj,, dans En dificrentiant cette identité par rap- 
port à Xi ou à x k , et posant, pour abréger, 

dv 


d.T k 


= »k, 


il vient 


(II) 


U..«. = (m — l) ( «, 


df, 


d*n,i 

dx, 


«0 I H- {m*—2) e. 


l '*• = ( m “ * ) ( 1 ^ + ^ J ’ 


puisqu'on a (§ III, 1 ) 

“i.f **!., -+- . . .-t-a»,, = e, • 

+ * O. 

Par une nouvelle différentiation des identités trouvées, et 
en jiosani 


d ’ v 
<t.r i ilxi 




on trouve 


r**"--*) iras? 
, . / 


dn.,i 

■ a„ , — - — 
(Iz'i 
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en ayant égard aux identités 

'*l.i *• ,< ■+*.•*+* *»,< «»,Z — l'i 
«l.i »),/ -H ■ •' + *n,i «»,/ = O, 

diifércntiéès par rapport à x^. 

» ** 

8 I.e système des valeurs des variables x,, x s ,. . ,,x, r 
par lequel on satisfait aux équations, en général incom- 
patibles, 

11 ,- 0 , «,= o, . . . , «„ = o , 

a pour conséquence d’annuler les fonctions u et « (1 et 7, 1), 
ainsi que «, , «,, . . , «„ (7,11). Le déterminant 

.■ • • 

formé avec «comme «l’est avec u, s’annule pareillement. 
Des équations 

o = «„., .r„ , 

o = «i ( „ x, -H . . . -+- x„, ■ • - 

il résulte d'ailleurs (§ IX, 3, et § VII, S) 

*j •; ** : ** : .*. = ifiHT., vVi.r. ; - • • , 

en désignant par le coefficient de «,-/ dans «. On a, par 
suite, à la fois 

V«.,< — r . V N ■ \ /a u = V N 1 

«.•.*■** = •*/•**. N» 

N étant invariable pour tous les indices. Faisant ces substi- 
tutions au n° 7, III, on a 

"•* Xi r - f Nr - ( x ’ ât + • • • * *■ s: )<’ 
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c’est-à-dire (1) 

' V.t = — (m — r ),( m — a) fl 
et par conséquent 



9. La fonction homogène du degré m, lorsqu’elle est 
rationnelle et entière et que ses coefficients sont entiers, 
s’appelle une forme du degré m ( quadratique , cubi- 
que, etc.) de n. variables indéterminées [binaire, ter- 
tiaire, etc.) (* ¥ ). Une forme quadratique (que l’on appelle *• 
souvent simplement une forme ) peut se représenter par 

r i •*»; 

i,k 

une forme cubique, par 

^ X ' ïk X * (***)» 

i, h, l prenant toutes les valeurs, depuis i jusqu’à n, et les 
quantités né changeant point lorsqu’on inter- 

vertit leurs indices. Par déterminant d'une forme qua- 
dratique, on entend la valeur, prise négativement, du 
déterminant formé avec le système de^poefficients (****). 
Ainsi, en posant , 



(*) Hesse, Journal de Creîle, t. XL, p. 3ifi. — Voir Jacodi, loc, cit. 
(**) Gauss, Disquis. arith art. s 33 el 266. 

(*•**) Voir Hesse, Journal de C relie, t. XXVI 11 , p. 74. 

(**•*) Gauss, loc. cit. y art. 1 54 et 267. 
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’• " ‘ ' / _ 

— R sera .dit le déterminant de la formé u — ^</, (< .r, .r ( . 

Le développement de ce déterminant résulte du§ V, 12. En T 
désignant par « ()J le coefficient de a,- tl dans R, la forme 
quadratique 1 ‘ • 

U = — 2 *i.4 r, yi 

i,k 

est dite la forme adjointe (forma adjuneta) ( * ) de la 
forme donnée u. On a (§ V, 2) 

> 

o r, , . ... 

JT' " 


On a de plus (§ VII, 1 ) 


■* 1,1 - » • * 1 ,#» 


= ( — R)“-‘. . 


• • • Ct« 


c ^st-à-dire que le déterminant de la forme adjointe est la 
puissance (/* — du déterminant de la forme proposée. 
D’après le § V, 2, on a 


jo .r, . x n 

.r, «p., ... a,.* 


— y^f A f .x, 


| *n,l ' • 


A,,< désignant le coefficient de dans a,,, . . > a,, ,,. 


(•* ) Gauss, /or. ei(. f 267. , t t 
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Or on a A,- (l == R"“* a, } i (§ VII, 3)f; par conséquent,, 


K"” 


o x, 
■r> “i,t 


w„ 

«l.n 


•*« «n f i 


(*)• 


Remarque. — Si la forme u est quadratique, ses dérivées 
partielles seront linéaires ; par conséquent, le déterminant 
des dérivées partielles secondes de u (§ XIII, 3), de môme 
que le discriminant de u (§ XII, 12), ne différeront que 
par un facteur, numérique du déterminant de cette forme 
quadratique. 

^ XV. — Des substitutions linéaires , et, en particulier, 
des substitutions orthogonales. 

I . Lorsqu’il s’agit de transformer une fonction donnée 
des variables ;r, , x t , . . , x„ en une fonction des variables 

y,, y, , . ... , y„, au moyen des substitutions linéaires 

* * ' , ' 

• .r, = b,., y, -H bit jr t + ... é~ *i.i y», 


A»,, y. •+■ *.,» y» + - • . -t- *.;» y.v 

le déterminant des coefficients de la substitution , 

^i,i ■ .'. j ï 

• t , 

bn:l • \ ,^b n<n 

s’appelle le déterminant ( modulas ) de la substitution 
Ijnéaire. Ce déterminant df)it être différent de zéro, si 
Xi, x, , . . . , x„ sont supposée*; indépendantes» entre 
elles (§IX, 2; § XIII, 3). La substitution linéaire est dite 

y . t ' 

* ' . ■ ; 

( *.) itnioscni, Ort.' •. ' ' 
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unimoiiu/m'rt: (*), lorsque son déterminant est égal à 
L’unité. 

2. Si les fonctions linéaires/,,/,, ...,/„ des varia- 
bles x, , x s , . . . , x„ sont transformées, par une substitu- 
tion linéaire, en des fonctions linéaires des variables 
y .\ , Ji , • • • ,j n , le déterminant du système des fonctions 
transformées (§ XIII, I ) sera le produit du déterminant du 
système des fonctions données par le déterminant de la 
substitution, linéaire f**). • 

Démonstration. — Soient 

/ = n,., x, -4- . . . .r„ r 

■ s • •• • ' / 
* * ‘ * • > , 

Jn — ■ ^«,i “4” * • • ”4“ &u,u 1 

les fondions linéaires données. Par la substitution li- 

V . • " ' * > * * . 

ueaire ■ * . * 

•*. = ^..i r, -4- ,.»-+• b t , n y u> 

. » k * 

•*» = b m , t jr, -H ... -t- y„, 

un obtient les fonctions transformées 

f — c„,,r, - a-. . .-+-c„„_r„ 

On trouvera c.,, en multipliant x,.', x, , . ». , X„ respecti- 
vement par «,,iv a ljt , . . . , faisant la somme, et pre- 

nant dans cette somme le coefficient d ejy t , 

Ci,t pz «i.i è,.i -+- . j . 


(* ) SyIiVFSTEH, Cambridge and Dublin Mathcmatical Jourmtl, t. \'\\, p. 5a. 
(*"} Voir la Ut* nions frai ion al};el>»‘iqut v Uc la rvglc'tlc multiplication 
(§. Vl'vpar ext»n4|^c , dans Jouchimsthnl, Journal dcCretli, l. XL, p. 2 ». 

: ' . . * . . / 10 . 
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Par le $ VI, 1 , on a 


Cm ■ • • C| ,h 


Ch, I • • • C HtH 


<*!,!- •***»,• j J ^1,1 • • • ^1 


*,!••• u n,n 


^*,1* • • 


3. Étant données les équations algébriques/(.r) = o et 
ip(.r) = o, de degrés m et n respectivement-, si par la sub- 
stitution 

_/?/-+- «72 

X — - ~ ' " f 9 %s 

* p y -+- ? 2 . 

on les transforme dans les équations 

0 : .' : 

et que l'on désigne en outre par R = o la résultante des 
équations données, et par R r = o la résultante des équa- 
tions transformées, on aura 

_ R' - (w' -p' q 

Démonstration . — Eu admettant que a, , a s , . . . , dé- 
signent les racines de l’équation J\x) = 0, et (3, , ( 3 , , . . . , (3„ 
celles de l’équation ÿ(x) = o, on a identiquement 

. /(*)= a M [x — a,) (*-^a,). , «„), 

<f(x) —b„(x— p,)(a: — p,)- • •■(* — P»)» 

et par suite, . . . , ' . ... 

U m f\-)=Jlm(t — *>«) )• • .(r — <*„«), 


>■?(£) = MM' — ^a).«,(r-p»«). 

(*) Jacobi, Journal de C relie, t. XL, p. a.fü; — S*i.MOs, Highcr plane curves, 
V- *»&• : ' 


r • . / 


! V 
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La résultante des équations 


»4y 




el «’• I - ] = o 
\ « 


est, de même que la résultante des équations f{x) = o et 
®-(x) = o, d’après le § XI, 1 , 

.. . ]}(«, - |b) = d, 


“« — étant évidemment le déterminant des fonctions li- 
néaires 

" t — a, H, t — fi* H. • . - . ' ; ’ 1 

Par la substitution linéaire 

l=PT '+9h . ■ - 

■ 

« = p'y ->rp'z, 

le déterminant de t — a* u. eide/ — (3*« se change (2) en 
(a i — 

et par conséquent 

(Pi'— p'v)" fj (*< — ?*) =; o v . 

- . . f '*v • 

est la résultante des équations transformées 

lit; marque . — Si l’équation J(x) =?o est transformée, 
par la substitution 

' _ 1>> + '/* . • . ■ - 

•' >« — r— * 

rr+q'z 
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eu la suivante 


{p’y -+- 7 '*)"/ 


œ)=o; /■' 

pr + 7 '*/ 


on trouvera, en procédant delà même manière, que le dé- 
terminant de l’équation transformée se déduit du détermi- 
nant de l’équation proposée (§ XII, 9), en multipliant par 

(/>{/' — , parce que jy ( a,- — a<) est un produit 

< i,* 

de nt(m — 1 ) difl’érences qui peuvent être considérées 
comme des déterminants de fonctions linéaires. 

I. Une fonction f des variables X i% cr, , . . . ,X„ étant 
iransformée. par une substitution, linéaire, en uiar fonc- 
tion des varia blés y, , y,, . . . , y n , le déterminant de la fonc- 
tion transformée est égal au produit du déterminant de la 
fonction donnée (§ XIII, 3) par le carré du déterminant 
de la substitution linéaire {*). 

/ * 1 , ‘1 

Démonstration. — Supposons la fonction f transformée 
p;u- la substitution 1 . ' ' 

r, = Ai.ijEi • 4- l>i , 7 '„ , 

=■ •+• • • ■ H- ■ 


Oiu alors 


d‘f 


d‘f _ dx, 


tly,(hk d.Yi dx, xlyi 
Vf 


dy, d.r 


b,,, 


d‘f Ux„ 

- . 

rt r^/.r ,, dy i 

" d\t 

T T~ "« t * > 

dy, d.r„ 


(* H K>-! , Juuimil de Viril, , t \\\ lit, (> . Le cas où ta !o notion f est 

quadratique a o\r [ m i )'• , pour n r-.?, par tj<’ r rani;i, ( Mémoires île l'.leadcmie 
de lier lin, 177L.P 28S), pour 0 -rr - î, par C.anrsi (tiry. nrilhin. , "-i68 )‘ 
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1 5 1 


et par suite (§ VI, I ) 





; 

df d'f 

, 

d'f 

d'f 


(A) 

dy, dy | dy, dy» 

• 

dy, dx ; 

dy, dx„ 

) 


d'f df 

S 

df 

d'f 



dy„dy i dy» dy. 

' 1 

dy n dx, 

dy„ dx» 


On a de plus, 





% 

.* J 

df df .dx , 

dÿt dx, dy, 

“ dx, • 

-+“ • 

df dx» 
dx» dy, 

, df 

, Ki 

• * * *' 

d'f d'f 


+ ** 


dy, dx k dx,dxk 


dx» dxt 


et par suite,, comme précédemment, 



d'f 

d'f 


d'f 

d'f 


b, y. . . b,, 

(B) 

dy r dx. 

dy, dx » 


dx, dx, 

dx, dx» 


d'f 

d'f 


d'f 

d'f 


• • , 

b,, .... b. 

# 1 
1 

dy» dx, 

dy» dx» 

• 

dx» dx, ■ 

dx» dx» 




En multipliant entre elles les équations (A) et (B), il 
vient 


d'f 

d'f • 


d'f d'f 


b,., ...b,,»' 

dy x dy , 

dy,dy» 


dx, dx, dx, dx» 



' . 


== 




'd'f 

d'f 


df d'f 


b b» ê » 

dy» dy, 

‘ dy» dy» 


dx» dx, dx » dx» 




• 5. Parmi les substitutionsAiViéaires au moyen desquelles 
ou peut transformer une fonction donnée, on doit particu- 
lièrement remarquer /clics dans lesquelles la somme des 
carrés des nouvelles variables ne diffère pas de la somme 
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des carrés # des variables primitives. Ces substitutions ont 
été considérées par Euler ( Nov . Comtn. Petropol., t. XV, 
p. y 5 ^ t, XX, p. 217) ; par Cauchy [Exerc. de Math., t.IV , 
p. » 4 °); par Jacobi ( Journal de Crelle, t. XII, p. 7); par 
Câyley ( Journal de Crelle , t. XXXII, p. 1 19), et d’après 
une remarque de ce dernier auteur, elles ont reçu le nom 
de substitutions orthogonales . • 

Si la fonction donnée dépend des variables X, t x, , . . . ,x„, 
et qu'on la transforme, par la substitution linéaire (ortho- 
gonale) 

*1 = c >.< r> -t- • • +• » 

• r « = - 4 - . . . j„, 

en ttne fonction de,ri , y t , . . . , y . , de sorte que l’on ait 



les coefficients jouiront des propriétés principales suivantes. 

1 . Pour toutes les valeurs de i et de A, depuis 1 jusqu’à 
li, on a (Euler) 


c - 4 — c -f~ • . . -J-* c 

».* 1 ï,i - 

**1,1 C\,k “H Ci,i 

à cause de l’identité 


a.l 

■+- c«,i r,.,i = o, 



7, -t -ri -h +r. 

V • \ 

E (o,., 7i -+- ■ • • c, ..>,}*+ . . .-t- {<■»,( 7, -t- . 

-+-••• -f-2/ l 7 J (c,.,c,. I - 


/.)* 

.1 r,.,) 


H. Pour transformer la fonction transformée dans la' 
fonction proposée, il suffit (Cauchy) de substituer les va- 
leurs 

1 , , ‘ I .***. *'' 

.. . Tt — Ci.i a'i .-4- >'i,, x 3 -t- . . . -4- r,.iX, . 
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Kn eilet 

■+*..> +• <•«,. X, = /. («i,< fi,i -+-••• -4- ««,.• c„,i ) + . . . 

-h/.' ( -4- - . . -H c», /<•».)> 

le -coefficient de y, ayant pour valeur l’unité, tandis que 
les coefficients des autres quantités s’annulent (I). 

UI. Le carré du déterminant d’une substitution orthogo- 
nale est égal à l’unité (Jacobi). Car par la règle sic la mul- 
tiplication (§ VI, 3) on a 



<*\l .. . . C'|,* 


rf... 

• • d,.„ 

.1 J 

en faisant 

^«,1 • • • (-'n.n 


4., 

I 

• • ■ d.. 

d.v* 

= C |,1 c, ,* -+- C,,i c. 

I -t- 

• • 4“ 


Or on a d iyi = o, d ifi — i (I) -, par suite le déterminant 
cherché se réduit à son terme initial d, tt . .d,, t „—' i 

(S», 7 ) 

IV. En désignant par e le déterminant d’une substitution 
orthogonale, et par y, ^ le coefficient de c,,, dans -:,ona (Jacobi) 
fi.i = «r.,r. 

• t • 1 - 

Pour prouver cette identité, multiplions les identités 
ç,., -t- . -h c„,, r„* — o, 


fl ,k c, .* -+- - - - -t- C„ t k C„> = I , 


Cl.» C,,k -+- C„' U C H ,k — o-, 

respectivement par*/,,, Qu obtient, euiaisanl 

la soLume, _ . 

7«m - h- • • t- c,.,v,yj -K» •+ i-l-r,., y,.,! 

_ -t-. • ■ — t — r'w.x (c,., 7,,, c,/, y,-.,) s= y/j 
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Le coefficient de c i}t est e, et ceux des autres quantités 
■ • ,c„ tl s’annulent (§ III, I ). 

W Les coefficients d’une substitution orthogonale satis- 
font àu nouveau système suivant d’identités (Euler) : 

* * ' 4 i .■ . ï «• . . 2 ' r J - 

c. -f- r. 4- . . . 4-c = i , 

1,1 1 1,2 ' l,n ’ ’ - ' . 

• c i,\ c k.\ “+• c i,l £/,n C*,n.~ O. ^ 

On a en efiet (IV) 

5 (c,,, c*,i . Cf,, c*,. ) = 7,,i ci,, + . 7f,. c*,. . ' 

Or cette somme a pour valeur £ ou zéro, suivant que i 
et k sont égaux ou inégaux (§111, 1 ). 

• * . , . j ■ . * , , ' j 

VI. Entre les déterminants partiels que l’on peut former 
avec le système des coefficients d’une substitution orthogo- 
nale, il existe la relation suivante (Jacobi) : 



. > , 


c m+ 1, hm»i x ' * 


r i.\ • • • <M,m 







• • . 

. 6 


c n,nt-<r\ • • • c u,n 


i » • ♦ Cm.m 


< )n a en ellét (§ VII, 2) 


. •• 

7g 1 ' • 


] 

* 

,* ' 




• Ym, i ’• * 7»,n 


c n.»H-t * • • Cn,h 


ci, d’après (IV), en ayant égard au § III, 2, 


7 i,i • * yi,m 

<%i' • . . r, * 

... ; g m 

....... 

% » .1 ■ 


7w,t • • • r /m,m j 

» » - *'m,m 


La comparaison de ces deux identités conduit à celle 
qu'il fallait démontrer. ' „ 
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Il y a eucore quelques relations moins immédiates entre 
lus' coefficients d’une substitution orthogonale, qui ont été 
indiquées par Euler dans le premier des Mémoires cités, et 
par Jacobi ( Journal de Cre/le, t. XXX, p. 46). 

' *. 

tî. Puisque entre les rr coefficients d’une substitution 
orthogonale il existé n -f- ” — —équations (3, 1), ces 

coefficients peuvent être considérés comme des fouc- 

, - nin ■ — il «f/i — i) . , . , , 

lions de rr * — n — — = — - quantités indeter- 

O O * 


lumees 


y*,i> • • • )' 


bn — t . 


Effectivement, Euler â non -seulement indiqué le moyen 
par lequel on peut, par — — transformations binaires, 

mettre les coefficients d’une substitution orthogonale sous 


forme de fonctions de 




quantités indéterminées; 


- mais encore, pQut les cas de n = 3 et de n = 4, il a-ex- 
pfimé ces coefficients- rationnellement au moyen des quan- 
tités indétartpinées.- En se servant des déterminants, Cayley 
' (/. e.) est parvenu à représenter les coefficients d’une sub- 
stitution orthogonale servant fe la transformation d’une 
fonction de « vaéiaHles, par des fonctions rationnelles de 

n (« — i) . , , . , * . ' 

îndcterminees.v 

.. 1 ;• » •' 

■ * Si Pori désigne, qn effet, comme plus haut, ces indéter- 
nfinces, par-ft, 7, ; si de plus, sous les conditions, 

mé ' i . ' » 


■% •• 


/>,,< -t; ht., — O, — 


' hr 
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on forme le déterminant 


B = 


b,,, ■ . b,, n 


bn,\ • - bn,n 


et que l’on désigne par (3,,* le coefljcient de b' tjl dans B, ott 
aura • •> ' ' , *■*.' 


■ fi,i ■ 


2 w 8, 


P/.* 


» c i,i '■ 


— B 
Il — l ’ 


(►our les formules générales d’une substitution orthogonale 
dont le déterminant a pour valeur l’unité. Les coefficients 
d’une substitution orthogonale de déterminant — ■« s’ob- 
tiennent en changeant les signes d’un nombre impair de 
lignes parallèles, dans le système, des coefficients qu’on 
vient de trouver. * .. * 

. * ’ • ‘ * *• > , r 

Démonstration. — On peut faire dépendre les- quantités 
x iy x t , ... , x„ des quantités y, , ... , .y „ , en posant à 

la fois ‘ >' • 

Xi — bi,t z, -+- . . . -f* bj, n z„ , 

’ f • ..... _ 

Xi — K.t* • -+- *«,■*»• 

% " N 

" , * , «■ ■ 1 •< .’ , » ■ , 

Par la résolution des systèmes linéaires j 

.t, = b,,, z, + b,,„z„, x> —i I.I *■ + •» • H- b, 2 „, 

M.. 

■ l V t 

x, = b m , t z, ■+■ : ... -t- b„, n Z , , x» — h ., », -t -' *?. ■+■ b„'„ z„, 

\ ' . - : ■ f - ; • . - r : * 

tnt trouve (§ IX, 1 ) »•*-'* 

A .< ■ -, -, 
Bz, = p.^x, -t- p,.,-x, -h;'. . ■+■ p^x», « 

• Bs<= p., i _fi ■+• + •••■%■ pj,«tr« ”V’ ‘ ■ , ■ 

- >• * . y - : - 

Or en vertu des hypothèses = o , l >, t et 

des relations supposées entre x 4 . y, et les quantités Zj , ,V, 

• • '. /• ■ • »«r 


, y 
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Zï , . > . , -z n , ou a 


1 5 7 


; . ; • , - 4 *i -h J, == 

et par suite on a à la fois . 

Bj,= + (2«p,,< — B )*, + . - . -1 - a»?...'*.. 

Bi,= 2 uPi.,y, -+- • -+• (a «P;.; — B ).r,- + • • • ■+* 2wp,.„r„» 

ou, sous une forme plus abrégée, 

' 

jTi == C|,i *!-)-••;+ c n,i x n y 
Xi — r,,, ■+•>•,■ + c i. nfn ■ 

De l’identité 

• f ‘ -* ‘ \ ‘ * - 

résultent les identités 

O = Ce,, C,,i -f- Ci.t 'Ca.ft “H » • “t“ c n,i C,,,*, 

qui font voir que ces fonctions rationnelles des indétermi- 
nées b , , , . . . -, b n _ i,„ présentent le caractère des coefficients 
d’une substitution orthogonale (5, 1). 

Désignons par e lçdéterminant de cette substitution or- 
thogonale. On a alors (§ III, 2) 


fi B e ' 

piii — r~ P '- 3 

* O r.\ 


6 ,., 


P 3 .' 

P... 


B 

Pj.î * P J >* ~ r~ 


• V 4 * *• 


= ‘(- 
» \ 2<w 


b y 


*»/ 


En multipliant ce déterminant Bw", on trouve {§YI, i) 

6,,i ... h\,n 


>B 


/ B \* .> 


hh,i • ■ * è Btn 


) 


■ v ,* •_*.• 
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en posant 


SF.COJNDF. PARTIE, j) XV, 


*!? - *•' **•! [ Pu - p,,„ i> L „ <:> 


B B , , ■ 

— 6 t . lW = -*,.*(§ III, t), 


/ U N • ‘ ^ -f 

«,v = P<,i */,i H ( (3, / — — J -f- . .V-f- ft,.„ o> 


B w -!*,, = ®*,,. 
2 2 


» 

Eu substituant ces valeurs, il vient (§ III, 2) 


^fi.t • • • ^I.W 




hfl,i • • • /*«,« [ . 

et par suite s == i . Si enfin on donne des signes contr^fe:s 
aux coefficients . • ' •' 


ou aux coefficients 




.0,1 y Cl,î 9 • • • , O .n > 


le déterminant de fa substitution changé de signe ($ 111,4*), 
tandis que les équations caractéristiques (5, I et V) 


i,< t.i T — «V 
» M ■ 

C|.i'C,,4-H c,., c,, 4 -(- . . , -F Cj, ( . r„.ü '== 0, 

• . ' : * v 


■t i 


ou 


k,\ 


M 






■ c U, c i.i 4- c*,, c/, 5 + . • % c^c.-j, = tr, 

n éprouvent aucun changement 

Exemples. — Pour h =. 2, on trouve 

. ). ’ : 4* 

■■a- x i | 


>A 


B = 


:.T 




i < 


• v 

■ 1 
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Les coefficients îles différents éléments dans 11 sont 

i, 1, 

Donc les coefficients d’une substitution orthogonale bi- 
naire de déterminant t sont les suivants : 

i — X 3 2.X 


i -V i -t- X 2 
2. X I X 2 


i+À’ i+V 

Le déterminant aura pour valeur — i, si l’on donne aux 
coefficients les valeurs 

I o — - X 2 2X 


I -+-.V 
2X 


I -t- A 

t — X 2 


B = 


= l a’ 4 - (a* -+- >' . 


! -t- X 2 t X 2 

Pour n — 3, on trouve (§ VIII, 7) 

- 

I V — fA 

• V I À 

[A -X I 

Les coefficients des divers éléments dans 15 sont 
i -(-X 3 , v -+- Xft, jA-f- Xy, 

— V + Xf/., 1 + Pb , * 4- (AV, 

[A + Xv, X -f- (AV, I -+- V 3 . 

On trouve, d’après cela, les valeurs suivantes pour les 
coefficients d’une substitution Orthogonale ternaire de 
déterminant i 


t -+-,X 3 '— (A r — yV 1 

B 

„:- V +V. 


, . , a 


» 

, , < 

V — f- ÀfÀ 

T - ’ 


— (A + Av 


B 

ù -|- Xv 


B 


-}- (A- v 3 — X* X -4- (AV 

B ’ ' _ TF~ ’ 

— X + (AV I -A ■/ — X ? — (A 3 

B ’ „ fi 

• • •• *. - ?. - J * . 


. , y 
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t6o SECONDE PARTIE, § XV. 

comme Euler l’avail déjà annoncé dans le Mémoire <|ue 
nous avons cilé en premier lieu, p. toi. *Ccs coefficients 
ont été déduits par Rodrignes ( Journal de Liouville, t. V, 
p. 4°5) des formules mêmes qu’Eulcr a établies ( Nov . 
Cornm. Petropol., t. XX, p. 217 ) pour la transformation 
d’un système trirectangulaire de coordonnées. 

Pour obtenir les coefficients d’une substitution orthogo- 
nale ternaire de détermihant — 1 , il suffit de changer, dans 
le système ci-dessus, les signes d’une ou de trois lignes 
horizontales, ou d’un pareil nombre de lignes verticales. 

' , Pour n — 4, on trouve (§ VIII, 7) 


B = 


Bji 

fc. 

?.. 


K 


a b c 



*■** \ 


— 

■ a 

W A —g 

= (®’4- 

ri 1 4- A’ 

+ c’+/’ + 

g 3 4 - A 3 4 - 8 3 ) 

— 

b — 

■h w f 





— 

c 

g — /■ U 


wO — 

nf -t —bg 4 - ch. 

= 

-o 

“ 3 +/’ ■+• g'- 

+- A*).»*, 

£,,= 

( G O) -\-J 0 ■ 

— AA 4-cg) w, 

SS. 

{ — a 

w — /e - 4 - cg - 

— - • AA ) W, 

?,: = 

(-’ ■+■/* 

4- A 3 4-e 3 )w% 

= 

(-b 

*>—cf—g6 

-f - ah)&. 

P» = 

(-'-Au + /g 

— ab — r8) w. 

== 

( — cw bf — ag- 

— // ô) w. 

P« = 

[«“+/*■ 

4- A S — ci? ) w. 

Ph 

l= r 

(Aw4-g6 — cf+ah)o>. 

.8,,= 

(rw4- A9 — 

ag+bf)v> , 

?« 


(Am +fg+cQ — ab) « , 

P».= 

(-g»-\-hf— 

oc — A8)u , 


=5 

(w 3 +J 1 + C 1 

-4- a’ jw’. 


(/"-+- g A + 

a 8 — Ac ) 6> , 

■p» 

zr: (— 

-/w -+• g/l — Ac 

— a6)w, 

P» = 

(w 3 4- A’ 4-<l 3 4- A’)u 5 ; 

■; 

Bc, t 

= fw 1 — O'-h 

/' — n* 

+ g 3 

— A’ 4 - A 3 — 

c 3 ]w’. 


B c 22 

= [4> 3 — 8 3 4- 

f 2 — n' 

— («’• 

~ A s )-i-’(A’,— 

e 2 }]® 3 . 


B 

= [u 3 — 8 3 — 

(/’ — « 2 ) 

+ (#’ - 

- A 3 ) — (A 3 — 

c 3 )]w 3 . 


BC4« 

= [w 3 — 8’ — 

</*-* •') 

'-.te*- 

-A 3 ) 4 - A 3 — 1 

c 3 l<B% ;• 


etc. 


A l’aide de ces formules, on peut former immédiatement 


.. • • 
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les coefficients d’une substitution orthogonale quaternaire, 
de déterminant i on — i . 

Le système de valeurs de ces coefficients, donné par 
Cayley, dans le Journal de Crelle, t. XXXII, p. 122 , con- 
tient deux erreurs (dans (3, 4 , lisez hf au lieu de — hf ; dans 
Bc,,, fie,,,..., lisez x — 3* au lieu de 1 ), lesquelles 
n’existent pas dans la publication plus récente de Cayley, 
Journal de Crelle , t. L, p. 3ix. Mais, dans ce dernier 
Mémoire, p. 3x2, 1. 5, il y a une faute d'impression 
à corriger, lisez — ôy' au lieu de -hôy'. Les coefficients 
trouvé^ par Cayley pour une substitution orthogonale qua- 
ternaire ont été donnés sous une autre forme par Exiler 
[Nov. Comm. Petrop., t. XV, p. 102 ), qui les avait 
obtenus, dit-il, « nul/a cerla methodo, sed potius quasi 
dtvinando. » Euler ajoute : « Si quis viam directam ad 
hanc sohAioncm mahuducentem investi gaverit , insignia 
certe subsidia analysi attulisse eril censendus. » Cayley 
n’a pas manqué de se rendre compte comment des coeffi- 
cients qu’il a déterminés on peut déduire la solution d’Eu- 
ler (voir Journal de Crelle , t. L, p. 3x2). En posant, 
dans le système ci-dessus, 



s ■+■ ci 

w ~ — * 

2 


g — 

q-hb 

7. J 

h- p + a , 
2 

- 

s — d 

fi. — -1 

r — c 

b ~ 

_ 7 — * 

r — 

* , 

0 — — î 

2 

2 ’ 


“ " 5 

2 

t. ________ j 

2 . 


et changeant les signes de la dernière ligne horizontale,- ce 
qui fait prendre au déterminant de la substitution ortho- 
gonale la 'valeur — 1 . on obtient sans aucun changement 
le système d’Euler. Car le second élément de la seconde 
ligne horizontale est écrit, dans le Mémoire d’Euler, par 
une faute d’impression, — ds au lieu de -+- ds . 

7. Les substitutions orthogonales binaires et ternaires 

11 
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équivalent, en géométrie, à la transformation des coor- 
données rectangulaires. Pour passer du système rectan- 
gulaire x, y, au système rectangulaire x', y\ en supposant 
que .r, y , x',y' soient des directions situées dans un même 
plan, il faut faire la substitution linéaire qui a pour coeffi- 

* . I ^ 

cients 

cos ave', cos xy' , 
cosyx', cos yy' . 

Si l’on donne le même signe aux angles décrits par des ro- 
tations de même sens, de sorte que 

• V, ’• 

xy +yi = n, * 

on a 


xy — x.r' 4 - x'y', yx'=yx-hxx', J)' —yx -+- ,rx' -f- .r'y' . 

Si maintenant les angles xy et x'y' sont tou^ les deux 
== 90“, on a 

cos.r/' — sin xx' , cos yx' = sin ri', cos y y' =r cos x.r' , 

Si au contraire xy = 90° et x'y' = — 90°, alors 

cosry' = sin xx' , casyx' =r sin xx', cos yy' — — cos xx' 

On a donc, comme on le sait d’ailleurs, pour passer à un 
système de même sens, à faire la substitution linéaire 


cos xx , 
sinxx’, 


- sinxx , 
cos xx', 


de déterminant 1. Pour passer à un système de Sens con- 
traire. on devra faire la substitution 

■ ■ ■ • v 


cos xx , 
sin xx', 


sin xx , 
■ cos x.r', 


de déterminant — 1 . 

Ce qui précède s’accorde avec un théorème goniomé- 


• '. Digitized by Google 
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trique connu (voir ci-après, § XVII, I), d’après lequel, 
pour des directions quelconques x, y, x\y' dans un même 
plan, on a 


COS XX COS xy 

cos yx' cos y y 


— sinxj- sinx'j'. 


d’où il suit que ce déterminant est positif ou négatif, sui- 
vant que sin xy et sin x'y' sont ou ne sont pas de même 
signe. 

Réciproquement, des équations 

cos’xx' -h cos *xy' — i , cosxx' cos yx' -+- cos xy' cos yy' = o , 
cos'yx’ -+- cos 3 y y' = i , 

on conclut que sin* xy et sin* x'y' ont pour valeur l’u- 
nité. On a, en effet, par la règle de la multiplication 

(S VI, 4), 

cos .r.x' cos xy' 


sin 3 xy sin 3 x' y' — 
+ cos’x/' , 


cos yx! cas y y' 
nos yx' cos xx ' -+- cos xy cos yy' 
cos xÿ cosyy' , cos’yx' -+-cos : yr' 


cos* xx 
cos xx' cos yx 

Pour rendre les substitutions rationnelles, il suffit de 




prendre les formules cos.r.r'==cos , ^f i — tang*— \,etc., 
et d’exprimer les coefficients de la substitution au moven 
de tang — • Voir 6, exemple i 


8. Pour passer du système de coordonnées rectangu- 
laires x, y, z au système de coordonnées rectangulaires 
x ',y\ V, ü fa» 1 employer, comme on sait, la substitution 
linéaire 

cosxx', cos xy', cos xz', 
cos yx', cos yy', cos yz , 

'cossx', cos zy\ cos zz , 

' il. 

/ ï , • y • • / ' ' ’ 
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dout les coefficients doiveut satisfaire aux équations (S, I), 
et sont par conséquent fonctions de trois quantités indéter- 
minées- Soit O l’origine commune des deux systèmes de 
coordonnées, et soient X, Y, Z, X', Y', Z' les points où les 
directions des coordonnées positives rencontrent la sphère 
de centre O et de rayon égal à l’unité. Les systèmes de 
coordonnées seront de même sens ou de sens contraire, sui- 
vant que les triangles sphériques XYZ etX'Y'Z', ou les 
tétraèdres OXYZ, OX' Y' TJ seront de même sens ou de sens 
opposé. , 

I. Deux figures sphériques étant semblables, égales et 
de même sens, il existe un point S, qui est à lui-même son 
propre correspondant, et qui est situé de telle sorte que 
l’on a 

SX = SX\ SY = SY\ SZ = SZ', 
angle XSY = X'SY', YSZ = Y'SZ', XSZ = X'SZ', 

XSX'^= YSY' = ZSZ' (*). 

/ * 

D’après une proposition élémentaire de trigonométrie sphé- 
rique, on a par conséquent, en désignant OS par s et 
l’angle XSX' par <f, 

cos xx' — cos’ sx 4 - sin’rx cos y s= cos’ sx (i — cos y) -t- cos-p, 
cos yy' — cos’ s y 4- sin’ sy cos y = cos’ s y (i — cos y) -t- cos y , 
cos zz' = cos’ sz 4- sin’is cos y — cos’xz (i — costp) 4 - cos y. 

/ t 

En désignant, de plus, par 9 les angles égaux XSY, X'SY', 
on a, d’après la même proposition de trigonométrie, 

cosxy'—cossx cos sy' 4- sinrxsiny' cos (<p 4- 8 ) 

= cosxx cosy 4 - sin xx sin. y cos<p cosfl — sins-xsinysiny sin 8 . 


(*) Voir le Mémoire de l’auteur Sur l'égalité et la similitude, etc. 
Dresde, i85a, 3i et 5a. Aux sources qui y sont citées il faut ajouter : 
Euler, De eentro similitudinis(Nova Acta Ve trop., t. IX, f>. i.V, ). 
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Mais, à cause de 

* • ’r 

cos xy — co s sx cos sy -+- sin ix sin sy cos 9 = o , 
sin sx sin sy sin 9 = 60XTS — sin xy cos s z = cos sz , 

il vient 

cos xy' — cos ix cos sy (i — cos y ) — cosiz sin y . 

De la valeur de cos xy' on tire celle de cos yx', puisque 
l’angle YSX' = YSX 4- XSX' = — <p -+- 0, d’où l’on voit 
qu’il suffit de changer y en — <p, pour avoir 

cosyx' — cos ix cos sy ( i — cos y ) -f- cos i» si n y . 

On a de même , 

cos va' = cos sy cos sz (i — cos <p ) — cos ix sin y , 
cos zy' = cos s/ cos sz (i — cos y) 4- cosix sin y , 
cos zx' =z cos sz cos ix ( i — cos y ) — cos sy sin y , 
cosxz' — cos sz cos sx ( i — cos y) 4 cos sy sin y (*), 

les trois premières des quantités auxiliaires sx, sy,sz,a 
étant liées entre elles par l’équation 

cos’ ix -4- cos 1 sy cos 1 iz = i . 

Pour rendre rationnels ces coefficients de la substitution, 

• 1 . 'y- 

introduisons -cj>; il vient 

(. 

r 

. 1 ., 1.1 

cos xx = cos 3 — 9 -+- 2 cos' sx sin 3 — © — sin J — © , 

2 2 • 2 T 

, . , 1 .1 1 

cos xj == 2cos5.r cos sy sin 3 — — 2 cos sz sin - y cos - ^ , 

(*) Ce sont là les formules trouvées par Euler, Nos. Connu. Vctrop., t. XX*, 
p. 317, formules que Jacobi a rappelées (Jour nal de Crcllc , t. II, p. i88),.cn 
invitant les géomètres à en simplifier la démonstration. 

1 t • 
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cl de même pour les autres. En posant 


roïsx tang vos sy tang - rji — js, 


' ,1 

cos js tang - y =v, 



d’où résulte 

tang’ -,y =•>’ -+• fi’ -+- y’, = i -+- V + fi 1 -4-v’, 

cos’ - y 
2 T 

on obtient le système ci-dessus de coefficients rationnels 
d’une substitution orthogonale ternaire (6). 

II. Deux figures sphériques étant semblables, égales et 
de sens opposé, il existe un grand cercle, son propre cor- 
respondant à lui-même, dont le pôle S a pour correspon- 
dant le point diamétralement opposé, et tel qu’on a 

... • \ 

SX + SX' = i8o", SŸ -t- SY' = 1 8o° , SZ-t-SZ' = i8o% 
angle XSY = X'SY', YSZ = Y'SZ', XSZ = X'SZ', 
XSX' = YSY'= ZSZ'. 


En employant toujours les notations précédentes, on a 

cosxx' = — cos’jx -t- sin’jxcosy = — cos’ jx( i -4- cos y) -(-cos y, 
cos xy' = — co s sx cos j/ -(- sin sx sin sjr cos (y -4- fl) 

= — cos sx cos s y ( i -+- cos y ) — cos sz sin y, 
etc. 

Ces formules ne diffèrent que par le signe de celles qu’on a 
trouvées précédemment, en y changeant <p en t8o° — <p. 
1. angle i8o° — q> est celui que le système x',y',z' doit 
décrire autour de l’axe j, pour que X' Y 'Z' coïncide avec 
la figure symétrique de XYZ. 

111. D’après le théorème de* v. Siaudr ( voir ci-après. 
§ X\ H, f») , on a, pour des angles et des positions quelcon- 



/ . • 
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ques des axes coordonnés, 

cos xx cos x/' cos x:’ 
cos yx' cos yy* cos /:' 
j cos s.r' cos :/' cos 

Par suite, le déterminant est positif ou négatif, suivant que 
ces tétraèdres , ou les angles solides formés par les axes, 
sont disposés dans le même sens ou en sens contraire. Dans 
un système rectangulaire, le tétraèdre correspondant a pour 

mesure g de l’unité cubique; donc le déterminant de la 

substitution orthogonale sera 4- i ou — i, suivant que le 
nouveau système sera disposé dans le même sens que l'an- 
cien, ou en sens contraire ('*'). 

IV. Réciproquement, des équations 

cos’xx' 4- cos’x/' -t- cos’xs' = i , 
cos’/x' 4- cos’ /y' 4- cos’/:' = î , 
cos’ Z.*-' 4- cos’ :/' 4- cos’ zz' — i, 
cosxx'cos yx' 4- cosx/'cos//' 4- cos.r:' cos/:' = o, 
cosxx'coszx' 4- cos x/' cos :/' 4- cosxz' cos::' = o, 
eos/x'coszx' 4- cos//' cos:/' 4- cos/:' cos::' = o, 

ou conclut que les systèmes a:, z et x', y\ z' sont rec- 
tangulaires (**)■ On a, en effet, 


(360XYZ.OX' Y'Z')’ = 


au 


ÛJI «s 


en faisant, d’après la règle de la multiplication des déter- 


(*) C’est J a cobi ( Journal de Crelle, t. XV, p. 3 og) qui a fait remarquer ce 
caractère distinctif dos déterminants des substitutions. Voir Moebius, S'< i- 
tiijue , § 127; Magsck, Géométrie analj tique Je l'espace, $ i 3 . 

(**) Dedekind, Journal de C relie, t. L, p. 27 3. 
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minants (S vi, 1), ■ • 

a ,, — cos.rr' cosxx' -+- cosxjr' cosxj' -4- cosxz' cosxz' = i , 
■= cos xx' cos yx' -+- cosx/'cosr/' H- cosxz' çosjrz' — o, 

etc., de sorte qu’on a 


«Il 

«Il 

«Il 



o 

o 

«>l 


«» 

= 

0 

I 

o 

Ou 

«U 

«33 


o 

o 

I 


On a maintenant 

• . Y /s \ 

60XYZ = sinxy sinxzsin \xy,xz), etc. 

M ais le produit dessinus n’est égal à l’unité "que lorsque les 
angles sont droits. 

9. En désignant par e,,,,. . les coefficients d’une 

substitution orthogonale ayant pour déterminant e, c’est- 
à-dire -fi ou — i , et posant 


/(*) = 


£|,i “H z Ci,* 
c*.\ C 2 ,t 


C *,T~ f~ 2 * » Cj'H 
Cn,l • • • C n>n 


l’équation J (z) — o est réciproque, et, à l’exception de la 
racine — £ , qui y satisfait dans le cas de n impair, elle n’a' 
aucune racine réelle (*). 

Démonstration. — Le développement du déterminant 
/ ( z ) suivant les puissances ascendantes de z (§ IV, 4) per- 
met, au moyen de la propriété, démontrée dans l’art. 5, VI, 
des déterminants partiels appartenant à f ( o ), de recon- 
naître immédiatement que les coefficients de z°, z’, z',. 


*) Ilftittscm. Journal de Livuvillr , i, XIX j p. qS3. 
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ne different que par le facteurs des coefficients de z", z"~', 
z"-\ . » . , et que par conséquent 

’ «/(«) 


■ f 


(i)' 


ce que l’on peut constater en faisant le produit des déter- 
minants s et /(z). D’après cela, on a 

/(-«)- 

et ainsi f( — e) devra s’annuler identiquement lorsque n 
sera un nombre impair. Pour arriver à une conclusion sur 
la réalité des autres racines de l’équation /(z) = o, for- 
mons (§ VI, 4) le produit des déterminants 



rf... — z : 


• • • ,t 

/{*)/' — 2 ) = 

zrf,., 


• •* • rfj,/ 

en posant 

zrf»., 

1 

Zdn.l 


«*/,< — Z’ = C/.iC/,, -t- 

• . .H- (c/. 

/-f- z 


et par suite 

X;.= 

i (8,11, 

■ 


et 


M,A = «7,,c*,i-t- (c/,,-4- z)ct,,-+- r,.l(f(,i- 2 ) 

H 

et par suite % 


• “t- C|, n C<,„ 
rfy —et,, — Ci,t,' 


de sorte que d ifl -t- =o. On a par conséquent § ( VIII, 7) 




i 

z * 


/ ,vr 

... 


■ 

... f/,.. 

. . * 



^, # t 

rf... 

... i-i’ 
... 2 - , 


=(r-y+t;-P». 
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les coefficients des puissances de - — z étant positifs, d'après 

l’article cité. Donc, pour toute valeur réelle de z, la quan- 
tité 

/(*)/(—*) /(*)/( — *) 

, ou 


*(;—) 


suivant que n est pair ou impair, ost positive, et par consé- t 
quenl f{z) est différent de zéro. 

10 Etant donnée une fonction homogène et entière, du 
second degré, de n variables x t , x„. . . , x„, 


V=2 où a,,* ; 




i,k 


on peut, au moyen de la résolution d’une équation du de- 
gré n , la transformer, par une substitution orthogonale dé- 
terminée, en une fonction entière et homogène de n va- 
riables, qui ne contiendra plus que les carrés des nouvelles 
variables (*) . 

Démonstration . — Par les — conditions exprimant 

(jue les produits deux à deux des variables disparaissent de la 
fonction transformée, la substitution orthogonale qui sert 
à la transformation se trouve déterminée (6). Or, dans la 
substitution orthogonale 


on a (5, II ) 


x i= c i. i.Ti •+• • • r,.„ 

- 1-,. -t- 


(*) Cauchy, Exercices de Mathématiques, t. IV, p. i 4 o. — JaCobi , Journal de 
('relie, t. XII, p. i . — Le B&sgue, Journal de Liouville , t. Il, p. ^57. C’est sur 
celle proposition que repose analytiquement l'existence désaxes principaux 
rectangulaires des lignes el des surfâmes du 2** degré, dont le centre est à 
une distance finie. - , 
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Si l'on doit avoir, par celle substitution, 

2 à a it kx i xk=iiy\+g 1 y\+ . • + 

i,A 

il faudra que l’on ait, pour toutes les valeurs île x,, 
x„. . . , x„, 

= f-K • • • 

lyk 

-t- g". (C... X, -K • • •+■ c n,n x n) 2 f 

et par suite 

*>iA=gt.c. I.ièi.i -t- gr> «•.><», i4-> • 

lin multipliant les équations 

«i.i = gi c i,i f l,l ■+" •*f” g» e i,n c l.m 


«i> .= gl <V,I t'n.l + • ■ H- gn e ( .„C„,„, 

respectivement par c,^, c f)< ,. . . , c„,i, et faisant la somme, 
on trouve (5, I) 

«i.i C , , * -t- • . . -4- c„,* = g* e,.* . 

Du système linéaire 

Ci,i(®i,i — gk) -t- c,,*a,., +.-. + c,,t« 1| , =o, 

c,.*»,., -+-r, — g-*)-!-. . . =o, 

Ci,*«*i -f-c,,*a„., -4-.. .-l-c„,< (a,,, — £») = D, 

il résulte enlin (§ IX, 3, et § VII, 5) 


= o. 




«1.3 

«i.» 

1* ~ 

«3.1 

«3.3 £* 

• • «3.» 

1 . , 


(i n.t 

• • «*.„ — ff* 


c n ,* : r,. k : c,,i : . . = t/*, (g>) ; vWff») : v?>(g*) : . . . , 


-«< 


Digitized by Google 


IJ3 ■ SECONDE PAIITIE, § XV. 

<fi(z) désignant le coefficient de a lt , — z dans le déiei - 


minant. 


/(*) = 


« i,i — 
«».» ' 


« 

«i 


«Vi 

a i,n 


^n.l 


Maintenant, à cause de , 


j.* 


on a, pour déterminer les coefficients de la substitution 
orthogonale cherchée, 


c i,* 


C M 




= vV' (s - *) : vV.(ér*) '• V«p< (£*)• 


■ ?«(£*)• 


Les quantités g, , g, , . . . , g n sont les racines de l’équa- 
tion du degré n,f(z) = o. Aucune d’elles ne peut être 
nulle, cary(o) est le déterminant (de Hesse) de la fonc- 
tion quadratique V, et l’identité f( o) = o indiquerait que 
V serait en réalité une fonction de moins de n variables 

(S XIII, 3). . ■ 

L’équation _/ (a) == o ne peut avoir de racines imagi- 
naires ou complexes. En effet, en vertu des proportions 
précédentes et de l’équation 

ou a, pour chaque couple de racines g. , g, , 

• - „ ' f . 

{gô v^TF) + ■••-+- [gi) v/?-, (£*) = o. 

Si maintenant on avait 

g, =p + 7 V — « et J <?,(%<) = P, + Q> V— 1 • 
il existerait une autre racine ffi, = p — q \j — i , 'cl par 
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i 7 3 

suite ÿf,. (g t ) = P r — Q r V — t ■ l)e là résulterait 

V^r (gi) \l?r(gl, j = P’-«- 

et la somme de pareils produits ne pourrait être nulle, à 
moins que <f r (gi) ne s’annulât pour r— 1, 2,. . .y.11. Ch- 
ip,. (?) est une fonction du degré n — 1 et de même nature 
que J (z); elle ne peut donc s’annuler pour z 5= g, que 
lorsque des fonctions de même nature et de degré inférieur 
s’annulent, ce qui est impossible pour des fonctions du 
premier degré. 

Dans le cas où deux ou plusieurs des racines de l'équa- 
tion f ( z ) = o deviennent égales entre elles, la transforma- 
tion cherchée de la fonction V n’est pas complètement dé- 
terminée, parce que deux ou plusieurs lignes parallèles 

des coefficients de la substitution prennent la valeur -• 

Eu effet, si g* est une racine double de l’équation f (?) =0, 
on a, en vertu de l’équation remarquée ci-dessus, 

f< (S'a) ■+■ ?*(£*) + • •• + Vn(gk) = 0, 
ce qui s’accorde avec la condition qu’il faut développer, 
d’après le § III, IO,/'(g t ) = o (§ XII, H). Les quantités 
?> (#<)’ ?a (£*),■'. • sont de même signe, puisque le produit 
de deux quelconques d’entre elles est égal à un carré po- 
sitif ( § VII, 5 ). Leur somme ne peut donc s’annuler que 
lorsque chacune d’elles est nulle. Donc, dans les valeurs 
fractionnaires trouvées pour c tfl , c tj n ,. . . , c„ fJ , les numé- 
rateurs s’annulent, ainsi que les dénominateurs. 

Remarque. — Par la transformation précédente de la 
fonction V, on reconnaît les maxima et les minima que 
présente la fonction donnée lorsque les variables sont assu- 
jetties à la condition 

x) -t- X? -t- . . . -f- x’=' 1. ; • 
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Comme on a alors en même temps 

rî + r? + — i-rü— «> 

il s’ensuit que 

v V = g> rï H- gi /, + • • • ■+■ g. y\ 

-g*+(g< — gt)jî + ----+-(g- — g*)/.' 


De là résulte évidemment que V ne peut pas être plus grand 
(ou plus petit) que g k , si g k désigne la plus grande (ou la 
plus petite) des quantités g t , g t , . . . , g„. La fonction V ob- 
tient cette valeur, lorsqu’on fait y, =0, y, = 0,..., 
Yt = !,• • ■ , y n =0, c’est-à-dire lorsqu’on fait 

X, = 9 X, — Ci.lry • * • y &n :== - £*, 4 » 

En traitant directement ce problème, on a les condi- 
tions 


dV 

dx 1 


= 2 f».i 


dV 

dx. 


= 2 (ju 


rfV 

^ = 2 f**" 


à satisfaire, et l’on a 
rfV 

— = 2 a,., x , -+- 2a,,, x, -f- . . . -f- 2 a,,„ x„, 

flXi 


et par conséquent 

a,-., Xi + fl,-,, x, -t- . . . + a;,„ x„ = (ix,-. 

Cette équation n’est autre chose que l’équation trouvée ci- 
dessus , 


flf.i * + °/.a c,,j c„.t = g* , 

en remplaçant l’inconnue g par g*, et les inconnues x t , 
X J , • • • , X n par Ciji, Cj,( , ' • • 5 ^n,t* 

11 . L’équation f(z) = o, qui se distingue par la réalité 
de ses racines (10), se présente dans plusieurs recherches, 
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par exemple, dans la détermination des axes principaux 
des lignes et des surfaces du second degré, dans la détermi- 
nation des axes principaux d’inertie d’un corps donné, dans 
le calcul des inégalités séculaires des planètes (Laplace, 
Mémoire de V Académie de Paris , 1772, t. II, pp. 293 et 
36 a). Lagrange a démontré la réalité des racines d’une telle 
équation pour le cas du troisième degré ( Mémoires de 
l'Académie de Berlin , 1773, p. 108). Cauchy (/. c.) a 
démontré celte propriété pour le cas d’une pareille équation 
de degré quelconque. La réalité des racines pourcettcclassc 
d’équations a été démontrée d’une manière nouvelle et 
directe par Kummer [Journal de Crelle , t. XXVI, p. 268 : 
voir Jacobi, Journal de Crelle, t. XXX, p. 46 ), dans le cas 
du troisième degré, et par Rorcliardt [Journal de Liouville, 
t. XII, p. 5 o), dans le cas d’un degré quelconque. Sylveslcr 
( P/ulos, Mag ., i 852 , t. II, p. 1 38 ) a donné de la même pro- 
priété la démonstration suivante, qui n’est pas moins di- 
recte (*). 

Soient 


et 




»/,* =■ atj 



a, 

i 1 * 


/(*)= 

a , 

« — •* 2 . 

• ^ 2 ,n 


a. 

1 


ai y* a 


. f ' 


. • • “ 


b,., — s’ è,., 


/(*)/(-*) 

= 

b:.) — 

i 2 .. . b ,, 

» 


b n ,l . 

• • - b„. 


( *) A l’histoire do ce problème sc rapportent encore les Notes deSylvester 
; Phitosophical Magasine, i8.î3, t. H, p. 21 \) et d’Hermite ( Comptes rendus , 
i8S5, t. XI. 1, p. 181). 
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en posant, d’après la règle de la multiplication des déter- 
minants (§ \ I , 4 ) , j ’ ’ 

bi.i ~ *’ = a «,i <*/,i •+■ • • • 4~ (<*/,» — z ) \ a i,i 4- s) 4* ... 4* O,-., a, „ , 
bi.k = <*i‘. 1 <* 1 , 1 . ■+■ • • • + n *,i4“ • - • 4” f-z) 

+ . . . 4 - , 

et par conséquent 

= CT i.i a i.i H- ... -H a,-,, a,-,., 
è/,* = a,., a*,, -f- • • .4- O/,» a* „ = è> ,-. 

Le déterminai] t_/( 2) /(— z), développé d’après le § IV, 4 , 
donne 

R„ - s’ 2 R„_, 4- . . . 4- (— z'f-' 2 R, 4 - (- - 2 )", 

chacune des quantités R,„, telles que 

I é,_, . . . b, „ I • 



étant une somme de carrés (§VI, 2 ). Par conséquent 
fi 1 } V/ — t) f[ — q >/ — 1) est positif pour toute valeur de 
<7; donc q \j— 1 n’est pas une racine de l’équation/^) = o. 

En posant de plus z=p + z', et changeant j'(z) en , ’ 
F ( 2 '), alors, pour la même raison, q <J — 1 ne peut être 
racine de l’équation F ( z ) =0, et par suite p 4- qf — 1 
ne peut être racine de l’équation f(z)= o. L’équation 
y (2) = 0 n’a donc que des racines réelles. 

S ' 

» « 

§ XVI. — Surface du triangle et volume du tétraèdre. 

I . Soien l O l’origi 11e d’axes coordonnés quelconques ; x , y 
et x,,/, les coordonnées, parallèles aux axes, des deux- 
points A et B; désignons par r, r, les longueurs OA, OB, et 
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prenons, de plus, la surlace du triangle OAB positivement 
ou négativement, suivant que la rotation déterminée par 
l’ordre des points O, A, B, est ou n'est pas de même sens 
que la rotation qui sert à décrire les angles positifs. On a 
alors 

1 r y 


o. OA'B — rr, sin rr, 


x, y, 


sin xy (’). 


i , cos rr, 


rr , rr, cos rr, 

COS rr, , i 


rr, cos rr, , r, r, 


Démonstration. — Il résulte immédiatement, de l’hypo- 
thèse faite sur le signe de l’aire du triangle, que rr, sinYr, 
s’accorde aussi pour le signe avec 1 0AB. Mais on a (§ 111, 2) 

r 2 r] sin 1 rr, z= r 3 r? 

Or on trouve, au moyen de la projection orthogonale, 
r cos xr = x +- y cos xy, 

a 

r cos rr = x catxy -i- y , 
r = .r cos -rr -h y cos yr, 

r, eosrr, = x, cosxr -(-y, cosyr. 

La règle de la multiplication des déterminants (§ V!, 1 ) 
donne 

x (x-t-ycosxy)-t-y (xcosx/-t-y), x (x, -t-y ( cosxy) -+-y (x.ros xy-hy.) 
r, (x -b y cos xy ) -t- y, ( x cos xy -+ y ), x, ( x, -+- y , cos xj ) -f- y , ( x , oos.ry y, ) 

x -h j cosxy, x cosxy -h y 
x, -+- y i cos xy y x, cos xy 4- X\ 
xx * » cos xj* 

x, xt cos xx y i 


X y 


x, r< 


* y 


x, y, 



( * ) Cette formule est contenue dans un théorème de Varie non ( i IMénr. de 
Paris , 1719, p. 6(i). Elle a été donnée sous sa forme actuelle par Monge» 
Journal de l’École Polytechnique , XV e cahier, p. 68. C'est sur elle qu’est 
fondée la formule pour la surface d’un polygone, que Gauss a insérée dans 
les Additions à la traduction de la Géométrie de position de Carnot par Schn- 
maclier. Qn en trouve une démonstration géométrique rigoureuse dans la 
Statique de Motbius, § 35 . 

^ . 12 
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De là résulte, s étant égal à 4 - i ou à — i, 


rr, sin rr, — e 


x X 
x, X> 


sw-rr- 


lorsque y et x, sont nuis, r se change en x, / , en y , . Par 
conséquent e = i . 

Remarque. — Si le point B est infiniment voisin du 
point A, on a 

r, = r-\- dr, 
x, = x dx, 

Xt — X + d X- 
En désignant par Q l’angle xr, on a 


2 OAB = r 1 f/0 


x -+- dx, r ■+■ dy 

en appliquant le § III, 4 . 


sinxj = 


..r y 
dx dy 


sm X ) , 


2 . Par sinus de l' angle solide [trié dre) formé par trois 
directions x,y, z, on entend, d’après v. Staudt ( Journal 
de Crelle, t. XXIV, p. 202), le facteur par lequel il fautmul- 
tiplier le produit des arêtes qui aboutissent à un sommetd’un 
parallélépipède, pour obtenir le volume du parallélépipède. 

' En désignant ce facteur par sinxy,z, on a, comme on sait, 

/ N *» . /X 

sin xyz = si n xy sin .r y, z = sin xy sin xz sin xy,xz, 


xy, z et xy, xz désignant les angles que fait le plan xy avec 
la direction z et avec le plan xz. Par analogie avec l’équa- 
tion 


siu’a^ — 


1 cos xy 
cos xy 1 
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on trouve • 

* 1 cos.rr rns.rz 

sin’xyz — ros jt) i cosyz 

cosjtz cysjrz 1 

1 — cos’jy — cos 2 xz — cos’jz ■+■ 2 cos xy cos jtz cos/z 

, . .rr-t-xz-f-rz . — j/ + «+ rz . xy — xz -hyz . .ri +z: — yz 

4 sm sm — sm — — sm — — 

2 2 2 2 

Démonstration. — De l’équation 

/V > 

- /\ 

sin xy sinxzcosxy, xz = cos yz — cosxy cosxz, o 

il résulte . > 


sin’xrz = 


— L'OS 1 JT) 


cosyz — cosxy cosxz 


- 1 

cos yz — 

cosxy cosxz, 

i V — 

COS 1 xz 


1. 


* > 

cosxy — 

cosxy 

> 

cosxz — 

cos xz 

= 

ros xy, 

i — 

cos’xy 

-* r 

r 

cosyz — 

cos xy cos .rz 


cosxz, 

cos yz — 

cos xy cos xz, 

i — 

cos’ 

XZ 


1 

cosxy 

cosxz 






cos xy 

i 

cos y z 

9 




1 

cos xz 

cos yz 

i 






en appliquant les principes du § II, (> et du § III, 4. Ce 
déterminant, développé d’après le § V , 2, donne la formulc 
due à Eulèr (No\>. Comm. Petrop., t. IV, p. i58), et cette 
formule se transforme aisément, comme on sait, en un 
produit (Legendre, Éléments de Géométrie, Note V). 

3. Lorsque l’on a à considérer plusieurs tétraèdres et 
leurs angles solides, il faut distinguer les cas où ils sont de 
même, sens ou de sens contraire. Le sens des figures dans 
l’espace n’étant pas changé par une translation parallèle, il 
suffit de comparer les angles solides dont les arêtes x, y, z 
et r, r,, r, partent d’un même point O. Si les directions 
de ces arêtes (et non les directions opposées) rencontrent 

12 . 
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la sphère, décrite du centre O avec le rayon 1 , aux points 
X, Y, Z, R, R,, R s , les angles solides xyz ét re,r t , ainsi 
’»'* que les tétraèdres OXYZ et ORR,R s , seront ou ne seront 
pas de même sens, suivant que les triangles sphériques XYZ 
et RR, R,, vus du point O, seront ou ne seront pas de même 

.... 

sens. Dans le premier cas, sinxyz = sinxy sinxy,z et 

sin ;r, i\ = sin »r, sin rr, ,r, seront de même signe, parce 

/s 

que, dans des angles solides de même sens, sin xy,z et 

A . . 

sinrr, ,r, doivent être de même signe ou de signe contraire, 
selon que sinxy et sin/r,, seront de même signe ou désigné 
contraire. Dans le second cas, ces mêmes quantités sont de 
signe contraire. 

• * r * • • 

A. Soient O l’origine d’axes coordonnés quelconques ; 
(x, j, z), (x,, y l} Zi ) j (Xj, y,, z,) les coordonnées des 
points A, B, C, et désignons les distances OA, OB, OC 
par r, r,, r,. Enfin prenons le volume du tétraèdre OABC 
positivement ou négativement, selon que sinrr,/ - , sera pris 
positivement ou négativement. On aura 


6 OABC == rr, r , sin rr, r, : 


Démonstration . — On a (2) 


J s 
y> *1 
y = 


sin xj z (*). 


5 

> r’ r- 


r’r: r] sin’rr, r, = r‘ r\r 
* ' • 


■ 1 cosrr, cos rr, 
cos rr, 1 • cosr, r, 

. r , , , 

cos rr 2 cos r, r 2 i 
rr /r, cosr r, * r r, cosr r, 

rr, cos rr, r, r, r, r 2 cos r, r, 

rr 2 côs rr, r x r , cos r, r, r,/, 


( *) Lagrange, Sur 1rs l'yram. , < 4 ( Mémoires de l'Académie de Ùerlm , ,1773, 
p. 149). — Monge, loc . cit. — Moebius, Statique, § 63 . 
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Or on a, par la projection orthogonale, 

rcosxr = x -+- V ros xy -f- zcosxz — X, 

r cos yr = x cos xy •+• y -+- z cos yz — Y, 
rcoszr = x cos xz j cos/z -|- z -=Z, 
r = x cosxr -+- y cosyr'-l- z coszr, 
fi cosrr, — x.cos.rr-f-'y.cosrr -f- z, coszr, 

etc. Si l’on désigne par X,, Y,, Z, les quantités analogues 
relatives 'à je,, y t , par X 2 , Y., Z, les quantités ana- 
logues relatives à y ir z s , on a 

rr = .r\ -j»-y Y y-zZ, 
rr, cos rr, = x, X + y, Y -+- z, Z 
* s — xXi -H y*Yi -f- zZ|, 

etc. Par cpuséquent, en appliquant le théorème du § VI, 1 , 
' on a, au lieu du déterminant ci-dessus, le produit 


.r y z 
Xi y, z , 

X Y Z 
X, Y, Z, 


x y z 
x, y, z, 

,r. . y z 
y K z x 


i cos xy cos xz 
cos xy ' b cos yz 

■r, y, *. 

X, Y, Z, 


x, y, Zj 

X"i y i Zt 


co s xz CO S JS I 


Donc, en désignant ± i par e, 

x y z 

rr,r ! sinrr,r,= £ x, y, z, | sm.ryz. 

«^2 Xl Z 2 

Si, parmi les coordonnées des points considérés, x, y,, z, 

sont seules différentes de zéro, toutes les autres étant 
nulles, alors r coïncide avec a:, r, avec y, r„ avec x, et le 
déterminant se réduit à son terme initial (§11,7). Par 
conséquent e = i. 

Remarque . — Au moyen des théorèmes (!) et (•!•), on 
peut interpréter géométriquement les plus simples des iden- 
tités établies au Silr, 'U. 
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l8a SECONDE PARTIE, § XVI. 

5. Soient donnés les points A, lî, C par leurs coordon- 
nées (x, y), (x,,}',), (x,, /,), rapportées à deux axes 
tracés dans le plan ABC. On a 


2 ABC = 


1 x y 

1 'X, V, 

I X, f. 


sin xy (* 


Démonstration . — Par rapporta un système d’axes mené 
par l’origine A parallèlement aux axes donnés, les coor- 
données des points B et C seront (x, — x, y, — y)i 
(x, — x, jt — y) ; on a par suite (1 ) 


2 ABC = 


x, — x, y, — y 
■r,.— x, j, — y 


sin xy. 


En appliquant ce qu’on a vu (§ II, 5 et § III, 4), on trouve, 
au lieu de ce déterminant, 


1 ,■ 

X — X, 

y —y' 


I .T 

y 


x, — .r, 

y* —y 

= 

I X, 

y i 

t, 

X, — X, 

y*— y 


f JC* 

y » 


Remarque. — Toutes les fois que dans la formule ABC 
on permute deux lettres , la surface du triangle chaugc de 
signe. Ellecti veinent, le déterminant des coordonnées 
éprouve un changement de signe par la permutation de 
deux lignes horizontales (§ II, i). Par le développement 
de ce déterminant, on obtient l’identité connue 

ABC = OBC -+- OCA -I- OAB. 


Pour exprimer la condition que A soit situé sur la droite 
BC, c’est-à-dire pour l’équation de la droite passant par B 


( * ) Cette formule conuue a etc donnée suus celte forme par t.ayley, C am- 
brige Math. Journ , t. Il, p, a 68, et par Joachimsthal, Journal do € relie, t. XL, 

p. 23." : • ; • ’ - v ' 
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6 ABCD = 


sin xjrz ( * ) 


. APPLICATIONS DES DÉTERMINANTS. l83 

et C , ou trouve , à cause de ABC = o dans ce cas , 

1 x. y 

• jc, y, 

i X , y, 

6. Si les points A ,* B, C, D sont donnés par leurs coor- 
données relatives à trois axes ( x , y, z), (x,, -JK i, z i), 

(j£> y y *•> z «) , » .y» » z >) » on a 

i x y z 

I x, z, 

« Xi r» ~i 

i *s y, z, 

Démonstration. — Si l’on mène par A un système d axes 
parallèles aux axes donnés et de même direction, les coor- 
données des points B, C, D par rapport à ces axes seront 
(a:, — x, y,— f, z, — z), (x, — x, y* — y, z« — z),etc.j 
par conséquent on a (4) 

• 

jc, — jc» y,— y» *i— ; * 

jc, — jc, y, —y, * 

-•c» y» — y» — 2 

En appliquant ce qui a été vu (§ 11, 5 et § 111, 4), on 
trouve, pour la valeur du déterminant multiplié pai 

sin xyz , 


6 ABCD = 


sin xyz. 


I , X — x, y — y, Z — Z 


i .r y z 

i, x, — x, y, —y,- z, — z 


i y \ z \ 

i , x, — x, y, —y, z, — z 


i .r, y 3 

i , Xj .c, y 3 j , Z, - 


* *^3 "3 


Remarque. — Lorsque dans la formule ABCD on per- 
mute deux lettres, le volume du tétraèdre change à chaque 


(* ) CaYLLY, lot . Ut.— JOACHiaSTIUL, toc. lit. 
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1 84 SECONDE PARTIE, § XVI. 

fois de signe, ainsi que le 'déterminant qui entre dans son 
expression. , 

La condition polir que A se trouve dans le plan HCL), 
et par suite lequation du plan BCD, est ABCD = o , c’est- 
à-dire 

i x y z 
i -n y , z, 

I X, jr, 3, 

* y y Z.S 

ou , en développant , 

x, y, z, t /, i x, z t I X, y, 

x, y , z, —xi y, z 2 +/ t 'x, z-, — z i x, je, 

•^.1 X 3 *3 1 /î ^3 * X 3 Z 3 I Xj 

dont on aperçoit immédiatement la signification géomé- 

trique. 

7. La position du point P par rapport au tétraèdre 
O ABC est déterminée par les rapports des tétraèdres 

obcp : ocap : oabp : oabc = p, : p, : p, : i (*.) . 

Soient, en efiet, (x,, y,, z,), (x,, y t , z,), (x s , y 3 , z,)., 
(x,y, x) les coordonnées de A, B, C, P par rapport à 
trois axes passant par O. On a (4) 

x, y 2 z, x, y, z, 

x 3 y,, z, = p, x. y 7 Z. 
x y 3 x 3 y 3 z, 

et ainsi de suite. 

Ep développant ces équations, et désignant par 
. . les coefficieuls de x,. jr t , z,, . . . dans le détermi- 



( * ) Lacbangl, Sur les Pj ram., 28. 
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naiil V, il vient 

H,x 4- », y ■+• ïi* =fiiV, 

(I) \,x -y-in,y -|-Ç,Z = pçV, 

Ç,x -+-n,y 4- ÇjZ = jAjV. 

Or on a (§ 111, 1). 

4T,Ç, + JT.Ç, 4 *.T,Çj=V, 

, Tjîll 4" •*3»! 4**11 »3— O, 

etc. Par conséquent 

1 = + -I- , 

(H) y = f*iri -J-fij/j -+- p»rj, 

■ _ i - , 

2 ^ |*i z i + £*i* -H {X 3 Z 3 . 

Pour déterminer le rapport PABC : OABC = p, dévelop- 
pons le déterminant 


i X y z 








» 




x, y, z, 


x,y. 

Z* 


X, Y, Z, 


^1 .y - ! 

i x,y, z, 









• -■ 

= 

x, y, z. 

— 

*3 y i 


— 

y< s. 

— 

/i -Z? 

1 x,y , z , 


x, y 3 z 3 


x y 

Z 


X Z 


x y * 

i x, y 3 Z 3 











c'est-à-dire (6 et 4), 


(111) 


PABC = OABC — OBCP — OC A P — OABP , 

fl — I p, — fl, f»J • 


De là résulte, a, b r c, d étant des quantités quelconques. 


a 4- bx 4- cy 4- dz =r pa 4- p, (a -t- bx, -H cyi 4- dz[) 
-H (fi ( a -|- bx, -+- cy, + dz,) 
-t- (* 3 (fl 4- bx, -+- cy, -t- dz,). 


Pour trouver la signification géométrique de cette équation, 
concevons le plan qui a pour équation 


ii -f- bx' 4- cy' 4- dz' — n. 



i 


\ ; 
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1 86 SECONDE PARTIE, § XVI. 

Si ce plan est rencontré par des parallèles aux z , menées 
par P, O, A, B, C, aux points P, O' A', B', 0', et que P ait 
pour coordonnées x, y, z', on aura 


a H- bx + 9 ' + (/! l =o, 
a ■+■ bx -+- cy 4- dz = rf(z — z' ) = d . P' P , 

etc. On a par conséquent l'équation 

« (IV) P'P = F .0'0+ Pl . A'A-t-^.B'B + p, . C'C(*), 

où l’on peut entendre par P, O', A', B', G, les intersections 
d’un faisceau quelconque de parallèles, menées par P, O. 
A, B, C, avec un plan quelconque. Par suite on voit que P 
est le centre de gravité des masses p , p,., p, , p, , placés en 
O, A , B, C , et dont la somme est égale à l’ unité. 

8. Soient A,, B,, C, les milieux de OA, OB, OC; le té- 
traèdre OABC sera partagé en deux parties équivalentes 
par chacun des plans A,BC, AB,C, ABC, , et le centre de 
gravité P du tétraèdre OABC se trouvera sur chacun de ces 
plans médians, de telle sorte qu’on aura 


A,BCP = o, AB,CP = o, ABC, P = o. 

, ' i 

A, ayant pour coordonnées jx, , jy , , ~ s , , on a (6) , d'a- 
près les notations précédentes, 


< T*. ï». 


i y i 

I *3 /S 


= 



(*) Feuerbach, Untcrsuchung der dreicckigcn Pyramide, p. 5. — Moeurs, . 
Baryc. Cale cap. i . Les quantités p., p . //, sont les coordonnées bary- 
«cntriqiics (coefficients coordonnés ) du point P par rapport à lh. pyramide 
fondamentale OABC, sclfrti Mrebiuset Feuerbach 
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olc. Par conséquent 


2 U, • 


d'où l’on tire 

. ’ f*< “ (*. 


|«i + {*,= !, 

2(*i +■ {*.. = ', 

U, -(- 2f*;, = P, 


= ° , f*l (*3 : 


fA. = h = ft =7* 


Donc 1 * = ÿ, et l’on a 

4 


4 






4 


c'est-à-dire que le centré de gravité d’un tétraèdre est le 
sommet commun de quatre tétraèdres équivalents, avant 
pour bases les faces du tétraèdre , et aussi le centre de gra- 
vité de quatre niasses égales, ayant leurs centres de gravité 
respectifs aux sommets du tétraèdre (*). 

9- Etant données les équations des côtés d’un triangle 
par rapport à un système de deux axes, on trouve la surface 
du triangle de la manière suivante (**). Soient 

a'.b'.c, a l ‘.b l \c l , a, ‘ é, ; c, 

les coordonnées des côtés, c'est-à-dire, supposons que. 
pour chaque point du premier côté, ayant pour coordon- 
nées p, q, on ait a -4- hp -+- cq = o , et de même pour 
les autres. Les coordonnées des sommets (ar, _y), (x,,y,), 
{xti y*)i avec les trois quantités auxiliaires p, p,, p t , sont 
déterminées par les équations 

« -h b x'-hcj—jj, a -\-b x,-+-c jï = o, et 0 ,-, + cy^o, 

* b^x + cjTzo, a,+b,x,-\-c,jr,=:p„ a, + è,x,-+- r^y, = o, 
t>t+ b l x-+-c t f=o, n. -h b,x,-+- <■&, =sr o , (h-+-bix,-hc,} 


( ") I-AciUJuiK, Sur tfs P)r., .Vi-3. r > 
”*)’JoAcni»srnAi., tournai de Creile, 1 Xt., |> 2 3. 
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l88 SECONDE PARTIE, § XVI. 

lesquelles expriment que le point (x, y) 'est situé sur la 
deuxième et sur la troisième droite, mais non sur la pre- 
mière, etc. On a, par le § VI, I , . 


O 

o 


abc 


o 

o 

, = 

a , b, c, 


o 

o 


a-, b -, c. 



i .r y 

i x, x. 


Des trois premières équations, il résulte (§ IX , 3 ; § 111 , 3) 


a — p b c 


abc 


p b c 

», b , c, 

— o, 

fl, b t c, 

— 

o b , c, 

b, c. 


fl, bj c , 


o b , c, 


R — p a = o. 


en désignant çar R le déterminant des coefficients des 
droites , et par a le coefficient de a dans ce déterminant. On 


a d'une manière analogue 


R —/>,«,= o, 
Par suite, il vient (§ II, 7) 


R 


=o. 


p 0 o 

. R 1 

l x y 


o p, 0 

— PPiPl — 7 

aa, a 2 

i x,y, 

0 O pi 


i x- t y-, 

conséquent le double de 

a surfai 


R> 


triangle a pour valeur 


R J sin xy 
aa, a. 


Après avoir calculé, par les formules connues , Jes hau- 
teurs du triangle, c’est-à-dire les distances des points. 
( x, y ) , (x, , y,) , (x, , y,) à la première, à la deuxième, à 
la troisième droite respectivement, on obtient les côtés du 
triangle en divisant par ces hauteurs le double de la surface 
que l’on vient de trouver. 
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APPLICATIONS DES DÉTF.KMIN AftTS, I 89 

Si le déterminant des coordonnées linéaires s’annule 
sans que deux lignes horizontales soient composées des 
mêmes éléments, alors les trois droites passent par un 
même point situé à une distance finie. 

10. Étant données les équations des faces d’un tétraèdre 
par rapport à un système de trois axes, on trouvera le vo- 
lüme du tétraèdre de la même manière qu’on a trouvé la 
surface du triangle au moyen des côtés (*). Soient 

al b le: d, a, : b, l c, : d,, a,l b,l e,1 d-., a 3 : b , : c 3 : d * , 

les coordonnées des faces, c’est-à-dire supposons que pour 
un point quelconque de la première face ayant pour coor- 
données p, q , r, on ait a -4- bp -+- cq -+- dr = o , etc. 
.On déterminera les coordonnées des sommets ( x , y, z ), 
*i), (*j , 7», z,), (x s , y s , avec les quan- 
tités auxiliaires p, p,, p,, p 3 , par les quatre systèmes, de 
quatre équations chacun, 

a + bx -t - cy dz — p , 

a, -+- b, x-+-c, y -t- rf, s = o, 
a, -+- b,x -r c,jr ■+■ d,z = o, 
a , -+- b,.v -y c,y -yd 3 s = a, 

etc., lesquelles expriment que le point [x, 7, z) est situé 
sur le deuxième, le troisième et le quatrième plan, et non 
sur le premier, etc. On a (§ VI, 1 ) 


P 

0 

0 

0 


a 

b 

e 

d 


1 X 

X 

- 

0 

p* 

0 

0 


a , 

b , 

c, 

d, 


I X, 

y< 

z, 

0 

0 

p* 

0 

~ 

a. 

b. 

e 7 

d , 


f x 2 

r* 

Z, 

0 

0 

0 

Pi 


a. 

b. 

e 3 

d. 



Xi 

* 3 - 


(*) JOACIIIMSTUAL, loC. Cil. 
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Du premier système de quatre équations on tire 

a — p b c d 

a, 6, c, d , 

a, b , c , </, 

fl, i, c , r/, 

R étant le déterminant des coordonnées superficielles, et 
a le coefficient qui multiplie a dans R. On a semblablement 

R — p t x,= o, R — = o, R — p, a, = o , 

et par conséquent 

i r y z 

R' i J?, y, a, 

PP ■ P’P> = » 

a *, «, *, l x, V, 2, 

i x-, y., 2, 

et le sextuple du volume cherché du tétraèdre ((>) aura 
pour valeur 

R 1 sin xyz 
a * , a, a. 

De là on peut, au moyen des hauteurs du tétraèdre, dé- 
duire les aires de ses faces. 

Si le déterminant des coordonnées superficielles est nul, 
sans que deux lignes horizontales de ses éléments soient 
identiques, les quatre plans passeront par un même point 
situé à une distance finie. 

§ XVII. — Sur les produits de surfaces de triangles et 
de volumes de tétraèdres . 

1. Soient x,j , r, r, des directions quelconques dans un 
plan, et supposons que les angles positifs entre ces direc- 
tions soient décrits par des rotations de même sens. On 
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1 9 1 


sin .rv sin rr, — 


cos xr eus rr 
cos.rr, cos yr. 


Démonstration. — On peut, sans altérer les angles, 
faire partir les directions données d’un même point O. Pre- 
nons sur les directions r, r , les segments positifs OA = r, 
OB = r, , et soient (x, y) , (x, ,y, ) les coordonnées des points 
A, B par rapport aux axes x,y. On aura (§ XVI, 1 ) 


rr, sin xy sin rr, = 


x y 1 co s xy : 

x , y, cos xy i 
x ->r y cos xy, x cos xy -f- y 
x, -h y, cos xy, x, cos xy -f- y, 

\ r cos xr, r casyr 

j r, cos xr, , r, cos yr, 

■ I • 

d'où résulte (§ 111, 2) la proposition énoncée. 

2. Les triangles AA, A s et BB, B, étant situés dans un 
même plan, si l’on pose 

♦ 

A A , . BB* . cos ( A A , BBj) = c a , 

ou aura 

Cil C, 


4 AA, A, BB, B, = 


** II 


Démonstration. — Posons AA, = x, AA,=.y, BB, = r, 
BB,= il viendra (1) v 

4 AA, A,.BB, B. = xyrr, sin xy sin rr, 

xr cos xr , yr cosyr 

xr, cos xr , , yr, cos yr, 

Le produit c,-,j n’est pas ambigu, comme il pourrait le 
paraître. Déterminons arbitrairement les directions posi- 
tives des droites AA, et BB, , c’est-à-dire les directions sui- 
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I9'4 SECONDE PARTIE) § XVII. 

vani lesquelles les distances doivent être comptées positi- 
vement sur ces droites. Par là les facteurs cos(AA,, BB X ) , 
AA, , BB X prennent des signes déterminés. Si l’on avait pris 
la direction positive d’une droite, par exemple, de AA,-, 

dans le sens opposé, l’angle (aA,,BB x ) aurait varié de i8o°, 

et par suite cos(AA, ,BB t ) aurait changé désigne, en même 
temps que la distance AA,-. 

3. Si les plans des triangles AA, A,, BB, B, font entre 
eux l’angle <p, on a, d’après la notation précédente, 


4 A A , A, .diB, B, . cos <f = 


Cjî 


Démonstration. — Soit NN,N, la projection orthogo- 
nale de BB, B t sur le plan AA, A s ; on peut appliquer an 
produit 4 AA, A, .NN, N, le théorème précédent. Ou a 
alors, d’une part, 


NN,'N,= BB, B, cos^., 


et d’autre part 


AA|.NN,.cos(aa,,NN,)= AAi.BB,.cos(aa,,BB,) , 


etc., les projections orthogonales de N N, et de BB, sur la 
droite AA, étant identiques. 

Le produit 4 AA, A, . BB, B s .cos ç n’est pas ambigu, non 
plus que le déterminant que l’on a trouvé pour sa valeur. 
Ayant choisi à volonté le sens positif dans chacun des deux 
plans, c’est-à-dire le sens dans lequel on doit compter posi- 
tivement les angles et les surfaces, on en tirera les signes des 
triangles AA, À,, BB, Bj, et alors on entendra par © l’an- 
gle que doit décrire l’un des plans pour que les triangles 
positifs dans les deux plans se trouvent de même sens. Si 
l’on changé le sens positif dans l’un des plans, deux des 
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facteurs du produit changent de signe, savoir, le triangle 
et cosip, l’angle ® variant de i8o°; donc le produit ne 
change pas. 

i. En désignant par x , y, r, des directions quelcon- 
ques de l’espace, on a . 


sin xy sin rr, cos \ 


( ^ ) 

cosjrr cosyr 

\xy,rr,) = 

■ » 


cos.rr, cos/r, 


H- 



xr cos .r r, 

yr cos^r 

\xy,rr,) = 

x r t cos xr t , 

yr x cos yr t 


■Démonstration. — Faisons passer les directions don- 
nées par un môme point O, et prenons sur ces directions 
les distances positives OC = x, OD=y, OE = / - , OF = r r ; 
on aura 

xyrr, sin xy sin rr, cos t 

d’où, en supprimant le facteur commun xyn\ , on lire la 
proposition énoncée. 

Remarque. — Pour démontrer la vérité de cette même 
proposition relativement à quatre plans quelconques (**), il 
suffit d’appliquer la proposition aux .normales positives de 
ces plans, ou, ce qui reyient au même, à la figure po- 
laire du quadrilatère CDEF considéré ci-dessus, en suppo- 
sant les points C, D, E, F situés sur une sphère décrite du 
centre O. Celte sphère Sera rencontrée en un point par 
l’intersection de deux plans prise dans une direction choisie 
arbitrairement, et sera rencontrée par chaque plan suivant 
un grand cercle d’un sens déterminé arbitrairement, sans 


(*) Celle proposition, qui comprend les propositions précédentes 'trouvées 
par Von Staudt, a été établie pour la première fois par Gauss (Disq. gen. 
circa super -f. cun as, II, 6) ; puis elle a été reproduite par Von Staudt, Jour- 
nal de Crelléj t. XXIV, p. a5i, et en dernier lieu par Cauchy, Exercices 
d’Analj!e y t. IV, p. 4 1 - 

(**) «I o a cm mst ii ai., /oc,, cil., p. /p'|, a donné une démonstration analytique 
de ce corollaire relatif à la figure polaire. , 

^ . l3 
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194 SECONDE rARTIE , § XVII. 

que Je produit dont la valeur est donnée par le détermi- 
nant présente une ambiguïté de signe. 

S. Des équations 

/ A\ 

sin rs sm tu cos ( rs , tn ) = cos rt cos su — cos st cos ru, 

. . } ^ ) 

sin st sm ru cos \ st, ru J — cos sr cos tu — cos tr cos su, t 

( ^ ) 

sin tr sin su cos ( tr , su J — cos ts cos ru — cos rs cos tu , 
on tire par addition 

i ■ ■ ( ^ \ ■ • • / V 

| sin rs sin tu cos \rs, tu ) + sin st sin ru cos ( st , ru J 

- ( ^ 1 ' 

I -t- sm tr sin su cos ^ tr, su ) = o, 

à cause de tfcs tr = cos rt, etc. Dans ces équations, il faut ob- 
server que sin rs = — sin sr, cos (rs, tu) — — cos (sr, tu), etc. 

L’équation correspondante (*) entre les angles de 
quatre plans et les intersections opposées de ces plans sera 

| sin rs sin tu cos 77, -t- sin si sin ru cos sta, 

' ' ( -t- sin tr sin su cos pp, = o, 

en désignant les intersections rs, st, tr par y, a, ( 5 , et les 
intersections tu, ru, su par y, , a, , ( 3 , . 

On a de même, pour quatre points A, B, C, D, 


(Hlf 


\ AB. CD. cos 77, -t- BC. AD. cos aa, ,,, 
j -4-CA.BD.cospp, = o, 1 

AB, BC, CA, désignant des segments pris sur les droites 
y, a, @, et CD, AD, BD des segments pris sur les droites 
y, , a,, I 3 , . O11 a, en effet, 

ABCOS77, = ADcosa.y, -f DBcosp,7,, 

BC cos «a, = BD cos p, a, - 4 - DCc0S7, a, , 

CA cos pp, = CD cos 7, p, - 4 - DA cos a, p, . 


(") vloACHIMSTHAL, loc. Cil. 

Carnot, Mémoire sur la relation qui existe , etc . , .17 
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Eli multipliantecs équations respectivement par CD, AD, 
BD, et faisant la somme, on obtient la relation énoncée, 
puisque l’on a AD = — DA, et eos a : , = cos a, ( 3 , , etc. 

Les équations (II) et (III) ne diffèrent pas essentiellement 
entre elles, comme l’a remarqué Joacbimsthal (/. e.). On a, 
en effet, en ayant même égard au signe, 


ABCD = \ ABC. ABD 


( ABC, ABD ) 


AB 


2ABD 

puisque - désigne la hauteur du triangle ABD par rap-v. 


2 ABD • si n ( ABC, À BD) 


porta la base AB, et par conséquent 

la hauteur de hi pyramide ABCD par rapport à la base ABC, 
si l’on suppose que, pour un observateur dont la direction 

de haut en bas serait AB, l’an gle(ABC,ÀBD) et l’angle 
solide formé par AB, AC, AD soient de même sens. O11 
a de même 

• 2 sin ( CdX , CDB ) 

CDAB = — CDA.CDB' —4 — — ^ 

J LU 

• • 

d’où il résulte, en multipliant, 

4 p sin rs sin tu 


ABCD 


■9 


AB. CD 


en désignant par /•, s, f, u les plans respectivement opposés 
à A, B, C, I), et par P le produit des surfaces des triangles. 
Le sens positif de chaque plan est ici déterminé de telle 
manière, que le triangle situé jur ce plan soit positif; les 
angles dièdres positifs sont décrits tous par des rotations 
de même sens. Une permutation circulaire de A, B, C, ne 
fait subir à P aucune altération ; on a donc encore 


ABCD = — P 
9 


4 _ sin tt sin rit 


BC.AD 


4 sin tr sin su 
q CA . BD 
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d’où 


SECONDE EAIITJE, ^ XVII. 


7 ... 

, ii, \ 9 ABCD sin ri sin tu sin si sin ru Sin tr sin su / „ , 

( IV ) 4 P ~ AB. CD — l BC.AD ~~ CA. BD 1 

On voit par là comment les équations (II ) et (III ) peuvent 
se déduire l’une de l’autre. 

6 . Si x,y, z, r, r,, r, , sont des directions quelconques 
dans l’espace, on a ' 1 

cos xr cos yr rt)S zr 
cos ïr, cos/7', d’os zr, (*’). 
cos xr, cos yr, cos zr. 


sin xyz sm rr, r, = 


. • Démonstration. — Faisons passer les directions données 
par un même point O, et prenons sur ces directions les seg- 
ments positifs OA = r , OB = r,, OC = /, ; soient (x,y,z), 


B, C par rapport aux axes x\y, 

Z O 

On a (§ XVI, *) 


xyz 


I COS xyr cos xz 

rr, r, sin xyz sin rr, r , == 

x, y, z, 


cos xy 1 cos yz 


x, y, z. 


cos xz cos yz * 1 


x +y cos xy-+-z cos xz, x cosxy-\-y -j-z cos yz,x cos xz -h ycosyz-\-z 
x,-yy,cosxy+z, cos xz, x, cos.ry-+-y l -f-z,cosjz, x, cosxz-f-y, cosjyz-t-z, 
x, +jr, cos xy.y-z, cos xz , x, cos xy z, cos jz , x, cosxz+y, cosvz+z, 


r cos xr r cos yr r cos zr 

r, cos xr , r, cosyr, r, cos zr, 

r, cos xr, r, cos yr, r, cos zr. 


d’où, en supprimant le factéur commun rr, r, , on conclut 
la proposition énoncée. 


( *) BnEiscBSBDEr., Géométrie, § G77. 

■ .( **) Vos Staodt, loc. cil. Le ca’î particulier où le système z, y, c est or- 
thogonal, et où par suite sin arz — zt 1 , a été traité déjà par Gauss, loc. cil. 
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7. En désignant par c, ;( le même produit de segments 
<|ue ci-dessus (2) , on a 

^1) Ci, C31 ' 

Cl, C-i a (*)• 

C13 ^33 C 33 

Démonstration » — En posant 

AA.=x, AAj=^*, AA, == z , 

BB| ~ r t BB, x: r, , BB, =r r, , 

il vient (6) 

36 AA, A, A, . BB, B, B, = xyzrr, r , *sin xyz sin rr, r , , 

.r.r cos xr, yr cos yr, Sr cos zr 
xr, cos xr , , yr , cosyr, , zr, coszr, 
xr, cos xr, , yr, cosyr, , zr, coszr, 

8. Les déterminants 


> 



cos xr 

cos yr 

cos zr. 

I cosxr 

cos/r 





I 


> 

cos xr, 

cos yr x 

cos zr, 

| cos.Tr, 

cos jr, 


► 

* 





cos xr. 

cos^rj 

cos zr 2 


ont, en vertu de leurs valeurs trouvées (1, 4, 6), la pro- 
priété remarquable de n’éprouver aucun changement, lors- 
qu’on fait varier d’une manière quelconque la position rela ; 
tîve des angles xy , rr, d’une part, et des angles solides 
xyz, rr, r, de l’autre, pourvu que, dans le premier cas, 

l’angle dièdre (xy , rr , ) conserve sa grandeur (**). 

• • 

9. Au moyen de l’équation (6) , on peut calculer- la dis- 
tance de deux droites dans l’espace, données de position par 


(*) Von Stalpt, loc . eu. Dans le cas où le second tétraèdre n’est pas 
ditlerent du premier, alors on a c t k = c k lt et l’on obtient la formule de La- 
grange ( Sur les pjr . , l5), et de Legendre (Éléments de Géométrie, 
IVolc V, 7 ), *. * 

. ( ** ) CAücnvi Emaces d'Ann lyse, t.MV, p . 5* . 
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198 SECONDE PARTIE, § XVII. 1 

rapport à un système d’axes quelconque x, y, z. Soient 
(x,,y,, z t ), (x,, y,, z,) les coordonnées des points A' 
et B; soient données les directions r , , des. droites AA r , 
’BB' au moyen de leurs angles avec les axes, de sorte que 
l’on puisse calculer l’angle r, r , . Désignons par r la dis- 
tance AB , dont les projections sont x, — x , , y, — .y , , 
z, — s, , et par d la distance cherchée des droites AA', BB'. 
Tirons enün AC dans la direction r,, et prenons AA', AC 
égalera l’unité de longueur. On a 


6 AA' CB = rf sin r , r , — rsin rr , r, , 


et par sui le 


<7 sin xyz sin r, r, == 


en remarquant que 


r cos xr rcosyr r cos zr 
cos jt, cos yr, cos zr, 
cos xr, cos y r, cos zr, 


/■cos xr = {x,— x, ) _ •+■ [y,— y,) cos.r/ -f- (z, — î,)cosxz, 

r cosyr =z (x, — r, ) cos xy -4- [y,— y,) -t- (z, z, ) cosyz, 

r cos zr = (.r, — x, )*cos xz H- (y, — y, ) cosyz (z, — z, ), 

On obtient, en développant (*) , 

>1 sin xyz sin r, r, = (a -t- ftcos.ry -+- ycos.ra) (x, — x, ) 

’ > -+• ( a COS rÿ fi -f- y cos yz ) [y, — y, ) 

. * ■+• (a cosxz -h {Jeosyz -H j )(z, — z,), 

• • 

on posant, pour abréger, 


cos/c, cos zr, 
cos' yr 7 cos zr t 


V- 


cos zr, cos xr t 
cos zr , cos r.r 


cos xr t cos y /*, 
cos xr x cos rr, 


(*) Cauchy, Ijccoiis sur 1rs applications du calcul injinitrsima ly Prélimi- 
naires 
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10. Pour trois directions a, b , r d'un même plan, on a 

ab . ac I 
o sin’ — sin’ — 

. 2 2 

- . X « * 

(sin né + sin bc -+- sin ca) 3 = 8 sin 1 * — o sin 1 — , 

2 > a 

..ac.bc ^ 

; sin' — sin’ — o * 

2 2 

et pour (j u aire directions de 1 espace (ou pour quatre 
plans) n, b t c , d, on a 


j sin abd j, 

| + sin bed I 


. ,ab ac ad \ 

o sin' — sin' — sin' — 

2 2 2 

1 

. ab . , bc . bd 

! stn' — o sin'. — sin' — 


sin oca 1 '2 2 2 

J = — '6 

sin cad i j .ac.bc . cd 

1 ! sin’ — sin’ — o sin’ — 

— sin abc 12 2 2 


ad . bd . cd 
sin’ — sin’ — sm’ — 
a 2 2 


ces déterminants pouvant être développés d’après le 

SV, 2 h. 

Démonstration. — En prenant les axes auxiliaires a:, y, 
tels que sin x y — i , on a ( 1 ) 

I cos xb cos y b 

sin bc = , etc ... , 

cos t.c cos yc 


(*) Le théorème dj^ trigonométrie plane se trouve dans les Traités élé- 
mentaires. La proposition polyédrométrique correspondante a été énoncée 
et démontrée par Joatfiimslhal ( loc . cil . , 47 )> *tvcc des inexactitudes dans 
les signes . 
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cl par suite (§ III, 1 ) 




i cos xa 

. co s y a 


sin ab -(- sin bc + 

sinca = 

i -cos xb 

cos y b 

» 

" 


i cosxc 

cos yc 

i * • 

■ 4 

i cos xa 

cos y a 


t 

— i cosxà cosya 

{sinfté H- sin bc + sin caf = 

i cos xb cos y b 


— i cos xb cos y b 

! 1 ■ . • 

I cosxc 

cos yc 


— i cos arc co&^c 


4|i 4|î 4,, 

4,1 /llî ^1, 

A ,1 A,l /ij;. 


en faisant (§ VI, 4) 

/<,, = — î 4 -cos’ayi -+- cos'ya = o, 

•' 'a. * » 

<20 

/(,, = — i -(-cosaracos.ri -+- cosj'vi cos = — i -t-cosai = — 2 sin J — * 

etc. 

• En.' faisant sortir le facteur ( — 1 a) 3 du déterminant des 

éléments h ti ,h, s (§ III, 2), on obtient l’équation ci- 

dessus. : . 

En introduisant ensuite les axes X, y, z, pour lesquels 
sin xÿs , on a (6) 


sin abc = 


el par conséquent 


cos.ra cos y a cos za 
coixb cos y b cos zb 
cos arc cos yc cos zc 


> etc ... , 


stnabel -J- sin bed -+- sin cari — sin abc — 


1 cos ara cos_r« cosza 

i cosar b cos y b cos zb 

l cos arc vos yc cos zc 

i cos artf cos yd cos zd 
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d’où, par une méthode analogue à la précédente, 

An Au A,, Au 

An A,] A„ A,, 

Aji A S j A, 3 A3, 

A,, A,, A, , A,, 


-t (sinaArf -f- sin Acrf -H sin cad — sinaéc) 5 = 


en posant 

An = — 1 H- cos 5 ata -+- cos’ya H- cos’sa = o, 

A„= — 1 -+- cos.racos.rA -+- cos yti cos/A H- cosracossA • 

, -, “A 

— — i-f-cosaA = — 2 sin 5 — , 

2 

etc. . . . 

En dégageant de ce déterminant le facteur ( — 2 )*, on 
obtient l’équation qu’il s’agissait de démontrer. 

il. En désignant par a, b, c les directions des rayons 
OA, OB, OC d’un cercle ; par f, g , h les carrés des côtés du 
triangle inscrit ABC ; par r le rayon du cercle; en multi- 
pliant par 8 r 6 les deux membres de la première des équa- 
tions goniométriques établies au n° 10, et remarquant que 

Usinai = 2 OAB, 4 r ’ s > n ’ — = A, etc. . . ; 

2 


(4c.abc) 5 =- 


n 

O 

/ 




relation connue. 

En désignant par < 2 , A, c, d les directions des rayons 
OA, OB, OC,OD d’une sphère; par f,g,h les carrés des 
arêtes BC, CA, AB du tétraèdre inscrit ABCD ; par f, g', h' 
les carrés des arêtes respectivement opposées AD, BD, CD; 
par r le rayon de la sphère; en multipliant par i6r* les 
deux membres de la seconde des équations établies au n" 10, 
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cl observaut que 


r J sinabti = 60 ABD, /jr'aV • 


: A, etc. . . 


il vient 


i . . 

(a 4 r ABCD)’ = 


o A g f 
A o f g' 
g f » A' 
f g' h' « 


pour l’expression du rayon de la sphère circonscrite au lé- 
traèdre, en fonction des arêtes et du volume (*). 


1 2. Le produit, que l’on rencontre souvent, de deux lon- 
gueurs par le cosinus de l’angle qu’elles comprennent, peut 
‘ s’exprimer au moyen des carrés des droites qui joignent les 
extrémités de ces longueurs, moyennant quoi les produits 
de polygones et de polyèdres peuvent prendre des formes 
remarquables. 

En prenant les notations du n u 5, 111 , on a 

2 AB .CDcosy'/i == 2 AD. CD cos a, 7, — 2 BD .CD cos Ji, 7, . 

Or on a généralement 

2AD.CDcos«,7, = AD’ -t- CD’ — AC 2 , 

2 BC . CDcos£i 7 i = BD’ + CD’ — BC’, 

et par suite 


2AB.CDcos77, = AD’ — BD’— (AC’ — BC’)(**). 

13. En désignant par d iu le carré de la distance A, H/, 
on a, pour deux triangles dont les plans font entre eux 


( * } La relation trouvée, par Crefte ( Math . Aufsalir, I I, p . 117)» été ra- 
menée ;i cette forme par Joarhimslhnl, toc cil : f 
(■**) Carnot, toc rit. \ 
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ao3 


l’aiigle <f, 

0 I II 
I- d ti du d 3 1 

1 rfu dii rfji 
I ^is d n 3 

les premiers indices se rapportant au premier triangle, et 
les seconds indices au second triangle. 

Démonstration . — D’après (3), on a, en vertu des nota- 
tions adoptées, 

2Cn 

• 2 C ?i1 2 Cj.i 

Or on a ( 12) 

2 Ci.k = </..« — ttijk — {d ti — d itX ). 

Le déterminant 



1 6 Â| A, A 3 . B, B, B, . cos — — ~~ 



d ls — d ri — ( c/, i — d\i d ri — (4i -** «ai ) i 

J — d 2 i—(d n du), d l3 d 33 {d { i — * d 3 t ) t 


peut (§ II, 0, et § III, 4) se transformer en 


j L, d tl — du — {dti rfj»), dt i — t d 3 \ {du d i{ ) 


t » d\ X du y dtt - i — d 3i 

! t ? du’— {d%t — 1 — d 3 x)y d t, d 33 {dit djtt ) 

! t, dti~~~df2 — [dtt “* du ), d l3 dxt—{dtt—*—d 3 ,) 


ij dt*— d 3 i 

G d 13 dj 3y d, s d 33 


t, 0, 

1 — ' > 

! 

I 


0 1 

y 

1 

du t fi 

d tt — du , 

rf„- 

d» 


1 



dliy I , 

<■/ 1 7 ^77 , 

rf,.- 

d 3 3 


1 r/„ 


d 3 i 

'^ii t t 1 

d\ 3 , 

rf,, — 

<fc 


t ^0 


d 33 


Corollaire L — Si les points B, , B f , B 3 coïncident res- 



(*) La proposition établie pour la première fois» par Von Siauclt, lor 
rit., a été mise sous cette forme, d'après Clylcy, par Syhrester ( Vhitosnfthirol 
M/tÇrtZrnr t 1802 ; t. Il, p 335). Voirci-dCKJOII»,^ XVIII, 9 et 12 
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pectivemeiu avec les points A, , A, , A s , on a 
cos«> = i , djj = dk t (, d,'jz= o, 

et par suite 


16 (A, A, A,)’=r • 


0 i 

1 o 
i d„ o 
i d„ d. 


d \ , d à 3 

dj 3 

o 


ce qui coïncide avec l'expression connue de la surface d’un 
triangle en fonction de ses cAtés (§ V, 2 ). 

La condition pour que A, , A, , A, soient en ligne droite v 
sera _ ■ 

0 i j . i 

1 o d„ 


d„ 


d„ 


Pour une position quelconque d’un point sur la drôite qui 
passe par les deux autres points, il y a un des facteurs du 
déterminant qui s’évanouit. 

t. 

Corollaire II. - — La surface d’un quadrilatère plaît 
étant 

A, A, As A, Ai A, A, — t— Ai A ; ; A, , 

on a, pour deux quadrilatères plans, dont les plans font 
entre eux un angle y, 
i (S A 1 A^ A4 . 8, 83 B( 64 • cos (p 

16 Ai AjÀ^.B, iGA, A2A 3 .B,B 3 B, cosç 

— f~ i G Ai A3 A4 . B| Bj B, • cos <p 1 G A, A3 A4 . B, Bj B4 . cos ^ 


0 I I 1 


01 ii 


OI I I 


O l I .1 

1 cfi 1 d-u d M 


1 d\\ du d^t 


* di, d lx d K t 


1 d\ x r/jji d 3 1 

l dt 7 d-,, rfu 


1 d, * r/ 2 , d y . 


1 df] dy ■; f/42 


• d\ j dj 3 f/ 4 . 

1 d u d 13 d Ty 


! du du d : ,i 1 


* d 13 f/33 rfi> 1 

• ■> 


1 f/|, y/ 3< du- 


• 


• • ' 

’ ■ < 

. 

K ‘ 

• •. •: 




J . ’t 

• . J > . 4 " 

* -î 


*1 



• 



v ' , 

y 

" , 



'*• 
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Si donc A et B sont les surfaces de deux polygones plans 
de m et de n côtés, dont les plans fout entre eux l’an- 
gle ç, AB cos y sera la somme, - prise négativement, de 
(m — 2 ) (n — 2 ) déterminants du quatrième degré et de 
la forme ci-dessus. Ce sera donc une fonction rationnelle 
et entière des carrés des droites qui joignent les sommets 
de l’un des polygones Svec ceux de l’autre (*). 

14. En désignant par d iyk le carré de la distance A, B* , 
on a, pour deux tétraèdres, 


1 d,, d<\ di\ d 4 , 

288 Ai A? Aj A4 • B, B 2 B, B4 — — ' J 1 f/|2 f/jj (/jj t/pj I * 


u li “33 *«43 


| 1 dxi d n du d 44 J 

• * 

les premiers indices se rapportant au premier tétraèdre, et 
les seco/ids indices au second tétraèdre. 

Démonstration . — Le produit cherché est, par le n° 7, 
égal au déterminant . 

r — d 2 j— — (d u — d 21 ), d, 2 — d 32 ' — (d,j — d 3l ), d n — d 42 — (d,i — d 4( ) 

3““-dj3 (du— -d 7X )j d f 3 — d 3 3 — [d X x — d 3l ), d l3 — d 43 — (d,, — du) » 
d 24 — ' (d M d 2l ), d ti — d 34 (d,, d 3l ), d\ A •— d AA — (du — d*,) 

lequel peut se transformer, de la manière indiquée au 
n° 13, en 


1 , d,, — d 2 x y d u — d 3 x , d n — d 4t 

!» dj, — dj 3 , d,a — d„, d (2 — d 42 

d, 3 — ’d, 3 , d, 3 — d 33 , d, 3 — d 43 

1 , d u — d n , d u — d M , d, 4 — d 4t 


0 i 1 1 1 

ï d (l d 2t d 3 1 d t , 

~ = ‘ * d| 2 d 3 i d 32 d i2 

1 d, 3 rfjj f/33 f/43 

I A 14 f/ } , d 3 4 d }1 


(*) Vos Staudt, /oc. c/l. 
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Corollaire 1. — Si l’on fait coïncider les points H, , B ? , 
B,, B k respectivement avec A,, A,, A, , A*, on a 

= >h,, , tti.i—o, 

et par suite 


?.88(A, A, A,A,}’= 


i 

.(tu 


d„ o 

fit :i fi, 
(/,, fl. 


fl j t 
■ O 

d„ 


I 

d„ 
d» 
du 
O . 


En développant ce déterminant d’après le § V, 2, on 
retrouve la formule connue, donnée par Euler (Aon. Conim. 
Petrop., t. IV, p. 1 58 ) pour le calcul du volume du tétraè- 
dre en fonction des arêtes. 

La condition pour que les points A,, A 2 . A 3 , A., soient 
dans un même plan sera * 


i 

o 

d„ 
d„ ' 


O 

fl, y 


du f/„ 


r i 
d\ \ fl i î - 
du d„ 
o fl,. ' 

d u « 


ce qui s accorde avec l’équation entre les distances mu- 
tuelles de quatre points d’un même plan (Euler, Acta 
Petrop., 6, I, p. 3.) 

Corollaire JJ. — Un polyèdre étant donné, onpeut, au 
moyen des droites tirées d’un sommet A, vers les autres 
sommets Aj, A 3 . A k , . . . , et des plans qui comprennent 
ces droites prises convenablement deux à deux, le décom- 
poser en pyramides triangulaires, ayant pour sommet com- 
mun A,, et pour bases des portions de la surface du po- 
lyèdre. Rangeons les systèmes de trois points, qui déter- 
minent les bases de ces pyramides, dans un ordre* tel, que 
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toutes les portions de la surface du polyèdre, vues de 
dehors, soient, de même sens. Alors les pyramides qui 
composent le polyèdre seront de même signe ou de signe 
contraire, suivant que leurs bases, vues du sommet A,, 
seront de même sens ou de sens contraire. 

On peut d’après cela considérer le produit de deux po- 
lyèdres comme une somme de produits de tétraèdres pris 
deux à deux, et le mettre sous la forme d’une somme de 
déterminants du cinquième degré, tels que ceux que nous 
venons d’indiquer. Le produit de deux polyèdres est par 
conséquent une fonction rationnelle et entière des carrés 
des droites qui joignent Jes sommets de l’un des polyèdres 
avec ceux de l’autre, comme v. Staudt l’a remarqué. 

» 15. En désignant par 

OBC == /, OCA = /„ OAB = f 

les faces d’un angle solide d'un tétraèdre, et par sin 0ls le 
sinus de l’angle solide polaire de celui du tétraèdre, tel 
que les arêtes du premier soient les normales, prolongées 
extérieurement, aux faces du second, on a 

(OABC)’ sin„ 3 (*). 

Démonstration. — Désignons OA, OH, OC par /■, /-,, 
et rr, cosrr, par n 0 , = a it , etc. On a (§ XVI, A, et 
$ XVII, 7). 

(tÿû fJgi I 

((iOABC) 2 — a„ a„ a„ j. 

Uj 0 «î 1 Un j 

(*) BitF.TSCiiXF.iDER, Géométrie, (.77. Ortie équation ne tlilTère pas essen- 

tiellement «le eelle «le lagrange ( Sur les pyr , 17), «H est ici démontrée 
J'mie manière semblable il eetlé que Lagrange a employée. 
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Soit de plus a 0 o le coefficient de n 00 dans ce détermi- 
nant, etc, , on a (§ m, 1 ) 


(60ABC)* 


Or on a (3) 


*m a,, a,, 

*10 *11 *12 

*20 «21 *21 


*01 = 


a u fin 
fill fil 2 

fl M fl 


2# 


= 4 /’, 

= 4// cos ou 


etc,. . 


en désignant par cos 01 le cosinus de l’angle que forment 
les normales élevées extérieurement aux surfaces OBC et 
OCA. De là résulte 


(6oabc}‘ = 4 3 / 2 /;/; 


I COS», COS 02 

cos», i cos„ 

COS 0 2 COS ,2 I 


' 1 


d’où s’ensuit, d'après le § XVI, 2, la démonstration de la 
proposition énoncée. 

Remarque . — On déduit delà môme manière du § XVII, 7, 
l’équation ; • > 

7 n : Vu 7n 

( 36 AA, AîAj.BB.BoBjJ’rr 7,, 7,2 732 

V >3 7*3 733 

y u y sl , ... . , étant les coefficients de c,,, e sl , . . . , dans le 

déterminant des éléments et désignant des 

produits de surfaces de l’espèce considérée au n° 3-. 

I ' \ ’ « 2 

16. Lagrange (Sur les pyr., 12 ) a remarqué que, pour 
la quatrième face ABC du tétraèdre, on a, d’après les no- 
tations adoptées au n° 15, l’équation 

» , . V * * 

4 ( ABC)’ ==='«*# -f *,1 + «aa <rfr 2 ^ + 2 «12 -h 2 a 2o , . 


.. / 
J 


!' * v Digitiz&d by Google 
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ou bien 

(ABC) ! =/’ -t- /J -t-/J -H -f- a/,/, COS.J+ 2//cos, 0 . 

Cette équation s'obtient de la manière la plus simple, en la 
considérant comme la corrélative 'polaire de l'équation 
létragonométrique [voir § XVI, I, et § XVIII, 2, corol- 
laire ) 

r I = i , -t-/’ + :'+ 2 .> 7 rosxr r/.yz cosyz -t- 2 z.t cos zx. 

Al’aidedes formules trouvées pour (2 ABCJ’et (60ABC)*, 
Lagrange [Sur les pyr., 17) a entrepris la résolution du 
problème qui consiste à déterminer le tétraèdre de volume 
maximum ou minimum, parmi ceux dont les faces ont les 
airesdonnées ft- A cause de 

«». = 4 /% *11 = 4/î» “w = 4/ il , 

«.» -I- «n -t- «11 -f- 2 a», -+- 2 a„ 2a„ = 4/ J, 

la quatrième puissance du sextuple du volume du tétraèdre, 
savoir (15), 

«üj «0J 

a«i a„ 

«112 «1? «Î2 

sera une fonction de variables ot 01 , st,,, dont la somme v 

a une valeur donnée. Les conditions pour que n obtienne 
une valeur maximum ou minimum sont, comme on sait, 

du dv du du du dv 

l-ft-j — =0, - - — = o, 

rfa,, a a,,. au d a 0 , d a,, rfa,, 

fz désignant une nouvelle variable, qu’il s’agit d’éliminer 
entre ces équations. Or ^ est le coefficient de a„, 
dans m (§ III, 9), et a pour valeur R« 01 (§ VII, 3), en 

*4 
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posant (15) 

fjfi, Ûol (l%7 

R = v « = fl„ a u a„ 

a 07 ft\7 o-ii 

De plus, on a — = i , etc .... ; par conséquent le tétraèdre 
ci a # , 

cherché doit satisfaire aux conditions < 2 0 t = «os ~ «i j, c’est- 
à-dire 

/r.cosrr, = /t,cos/t, = r, r, cos r, r,. 

En posant la valeur commune de ces produits d’arêtes = 
il vient 

r\ r| = 0 4 - a #C) rj r* = 9 4- a u , r*rj = 0 4 - a.„ 
r*/ - ) r) = (04-«io)(04-«tt)(04- a»), 

pour le calcul de /', r,, r t au moyen des quantités données et 
de la quantité 0, qui reste encore à déterminer. Or on a, dans 
le cas actuel, 

«h + »n'+«»= 30 — (r 3 -+- r\ -+- r)) ^0 

= la quantité constante — ^ (ao 0 -H «u 4- <*« — 4./î)> ,c l uc 
nous désignerons, pour abréger, par — c. On lire de là ' 
(r*-t-r; 4-rî)v r ë=30-+-c, 

(r* -t- rj 4- rj +■ ir'r] 4- îr’rj 4- ir\ r’) 0 = g0 J 4- 6c0 4- c’, 

(0 + “n) (0 + “n) ( 8 4- a») (0 + %) j ( 0 4- «»» ) { 0 -H a, 1 

0 4- a»»' 9 4* «h 9 4- <tr, 

= 30’4*20(c-4/î)4-c , , < 

0 (0 4- «n)’ (O 4- « 15 )’ 4- 0(6 4- a„)’ (0 4- a«o)’ 4- 0 (6 4- ao*)' (0 4- «ii) 1 
= [30* 4- S0 (c — 4/! ) 4- c’] (0 4- aoo) (0 4- *u)(® 4- “ 33 ), 

équation du quatrième degré pour le calcul de la quantité 
auxiliaire 0 au moyen des quantités données. Cette équation 
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a toujours une racine réelle positive, puisque le coefficient 
de 0‘ ; dans le premier membre, et le terme connu, dans le 
second membre, sont de même signe. N •' 

11 reste encore à désirer une discussion plus approfondie S 
de celte équation, ainsi que l’étude des propriétés géo- 
métriques des tétraèdres qui ont un volume maximum pour 
des valeurs données des aires de leurs faces. 

§ XVIII. — Relations ' polygonomctriques et 
polyèdrométriques . 

\. Soient AB = a, , BC = a, MN = a„_',, NA = a„ 

les côtés d’un polygone donné quelconque, et cos, (l le co- 
sinus de l’angle que la droite sur laquelle est pris le i iimr 
côté du polygone fait avec une droite donnée quelconque. 

On a 

a, cos,., -+- fl, cos,,, •+■ . -+- o„ cos,.„ = o (*). 

En effet, si l’on désigne par A, , B, , . . . les projections or- 
thogonales de A, B, . . . sur la droite donnée, on a 

A, B, -f- B, C, + . . . -+*• M, N, -4- N, A, x o , 

V • ». 

en supposant A, B, = — B, A,, etc. On a , 

A, B, = AB cos,.,, 

de quelque manière qu’on ait choisi la direction des seg- 
ments positifs sur les droites dont AB et A, B, sont des seg- 
ments, parce que, en changeant une direction en son op- 
posée, il y a deux des quantités AB, A, B, , cos p>) qui chan- 
gent de signe. En substituant les valeurs de A, B, , B, Cj,..., 
on obtient l’équation fondamentale de la polygonomélrie 
que nous venons de poser. 


(*) l-F.XELL, Noe. Conmi. Vetrop . , 19, p; 187. — I/Hitmf.k, Polygononià- 
trie , p. 20. — Carnot, Gront. de pos . , 284. 

\ ' ' 4 - 
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Réciproquement , si a, , a, , . . . , a„ désignent des seg- 
ments de direction donuée, et cos P) , le cosinus de l’angle 
que fait la droite sur laquelle est pris le i'"™' segment avec 
une droite quelconque ; si la somme 

a i cos p _ , -t- «, cos ft , cos r „ 

s’évanouit, de quelque mauière que l’on choisisse la droite 
arbitraire; ou obtient un polygone fermé lorsque, sans 
changer la direction des segments, on fait coïncider le 
commencement du second avec la fin du premier, le com- 
mencement du troisième avec la fin du second, etc; car, 
dans le cas où la fin du dernier segment ne coïnciderait pas 
avec le commencement du premier, la somme 
> » 

a, coüpj -f- a, cos,., -1- n„ cos p ,« 

ne serait pas nulle en général, ce qui serait contraire à l’hy- 
pothèse. 

2. Si les périmètres des faces d’un polyèdre quelconque 
sont tels, que toutes les faces, vues de dehors, soient de 
même sens; si, de plus, après avoir fixé dans chacun des 
plans le sens des angles et des surfaces positifs, on pose 
les faces du polyèdre =«,, a a„; si enfin cos,,,, est 
le cosinus de l’angle que le plan sur lequel est située la 
face a. lait avec un plan pris arbitrairement; on a 

a, cos,,., -t- a, cos,,., + ... + at„ cos p _ n = o (*). 

Démonstration. — Considérons, d’après ce qui a été dit 
dans le corollaire II du § XVII, 14, le polyèdre comme dé- 
composé en tétraèdres : soient ABCD l’un d’eux et A,BiC,D, 
sa projection sur le plan arbitraire. On a (§ XVI, 5) 

A) B, G, -f- G, B, D, -t- B, A, D, -t- A , Ci D ( = o , 


(*) I.’Ht ii.if.r, Théorèmes de Poh édi oméiric, rjpg ( Mémoires présentés à 
l'institut, t. I, i8o5, p. î6/|). — Carsot, toc. cil. 
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et par Suite 

ABC cos,,,* 4- CBD cos,,,, 4- BAD cos,,,* 4- ACD cos fl i = o, 

fi, i, k, l étant les indices relatifs aux plans des triangles 
projetés. Il existera des équations analogues pour les autres 
tétraèdres qui composent le polyèdre. En faisant la somme 
de toutes ces équations, on trouve 

a, cos ,,,, + a, cos f ,, 4-. . . 4- a«cos^,„ = o, 

parce que chacun des triangles qui n’appartiennent pas à la 
surface du polyèdre appartient aux surfaces de deux tétraè- 
dres, comme positif pour l’un et comme négatifpour l'autre, 
de telle sorte qu’il disparaît de la somme. Si, par exemple, 
le polyèdre est la somme des tétraèdres ABCD et ADCE, 
la surface de ABCD sera formée de 


ABC , 

ACD, 

CBD, BAD, 

et celle de ^DCE de 



ADC, 

ACE, 

CDE, DAE, 


et l’on voit que les faces ACD et ADC, situées sur le plan 
diagonal, sont égales et de signes contraires. 

Corollaire. — Si l’on élève sur les faces du polyèdre les 
perpendiculaires a,, a„, dirigées extérieurement, 

et proportionnelles aux aires des faces auxquelles elles sont 
respectivement perpendiculaires, on a aussi, en vertu de 
l’équation que nous venons de démontrer, 

n, cos,,,, 4- cos,,,, 4- • • • 4- <7„cos f ,„ = o , 

où l’on peut entendre maintenant par çqs P) , le cosinus de 
l’angle que la droite sur laquelle est comptée la distance a, 
fait avec la normale à un plan donné arbitrairement, 
c’est-à-dire avec une droite quelconque. On obtient par 
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conséquent (1) un polygone fermé, lorsque, sans changer la 
direction des segments «, , a 2 , . . . , a n , on fait coïncider le 
commencement du second avec la fin du premier, le com- 
mencement du troisième avec la fin du second, etc. Les 
angles des côtés de ce polygone sont égaux aux angles des 
faces du polyèdre, de sorte que à toute relation polygo- 
nomêtrique correspond une relation polyédrométrique. 

3. Si les droites (plans) répondant aux divers indices 
sont parallèles aux côtés (faces) d’un polygone (polyèdre) 
quelconque, on aura 

cos,., cos,., . . . cos,,» 
cos,.,. cos,., . . . cos,.. 


cos,,., cos»., . . . cos„.» 

en même temps que cos,,,- = i , cos,,,, = cos 1; , . 

Démonstration .■ — De l’équation démontrée ci-dessus 
résulte le système d’équations linéaires 

rt, COS,., -t- «, COSy., fl„COS,,» = O, 


a , cos»,, -+- a, cos»,, -t- . . -+- a„ cos„,„ = o. 

La résultante de ce système linéaire (§ IX, 3) est préci- 
sément l’équation qu’il s’agissait de démontrer. 

Puisque trois droites x, y, r, parallèles à un même plan, 
sont aussi parallèles aux côtés d’un certain triangle, on a, 
comme on sait, 

i i cos xr cos yr 

s I) cos xr i cos xy = o. 

| cos yr cos xy i 

Étant données quatre droites (plans) quelconques x.jr, 
z, r, nu peut construire un quadrilatère (tétraèdre), dont 




■ . Digitized by Google 
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cos xr 

cos yr 

cos zr 

(H) 

cos xr 

i 

cos xy 

cos xz 

cos yr 

cos xy 

i 

cos yz 

*• 

cos zr 

cos xz 

cos yz 

i 
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les côtés (faces) soient parallèles aux droites (plans). On a 
par conséquent 


= ° O- 


Cette équation, que l’on peut développer d’après le § V, 2. 
fait connaître la liaison qui existe entre les cosinus des 
angles formés par quatre droites (plans), entre les côtés et 
les diagonales d’un quadrilatère sphérique, entre les angles 
dièdres d’un tétraèdre. 

Si, en particulier, x, y z, r désignent les directions des 
arêtes AB, AC, AD, et du rayon AE de la sphère circon- 
scrite au tétraèdre ABCD, en faisant AB = b , AC = c, 
AD = d, AE — e , on a 

■ : cos xt : cos yr\ cos ir : = ac : b ; r : d, ■ 

et par suite (§ III, 2) 

/Je 1 b c d 

b i cos xy cos xz 

c cos xy i cos y z 

d COS XZ COS/2 I 


au) 


= 0 (“), 


formule qui sert à calculer le rayon de la sphère circon- 
scrite à un tétraèdre en fonction des arêtes d’un angle solide 
et des angles que ces arêtes font entre elles. Si au contraire 
E désigne un cinquième point quelconque de l’espace, on 


(" ) Carnot, Géom . de pos , 35p . 

(’*) I eüi.nprk, Éléments de Géométrie, NoleV. Celte équation lie diffère 
pa» essentiellement de l'équation donnée par l.af>ran(>é (Sur les pfi , ai V 
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a, d’après Jes notations précédentes (§ III, 2), 


(IV) 


e' 

be cos xr 
ce cos yr 
de cos zr 


be cos xr 
ê’ 

bc cos x) 
bd cos xz 


ce cos yr 
bc cos xy 
c l 

cd cos y z 


de cos zr 
bd cos xz 
cd cos yz 
d* 



En exprimant le produit de segments be cos xt au moyen 
des carrés des côtés du triangle ABE, et de même pour les 
autres, on obtient l’équation entre les carrés des distances 
mutuelles de cinq points de l’espace. Cette équation est du 
second degré par rapport au carré de chaque distance, ce 
qui s’accorde avec la construction au moyen de laquelle on 
trouve une des distances, connaissant les autres (*). 

- i. Du système d’équations linéaires (I) 


a, cos,,., -+- a, coSj,., -t- . . . — I— a„cos fi „ — o, 
ai cos,., -t- a , cos,., a„ cos,,* = o, 


a, cos„., H- a, c6s„,-. -H . . . + a,,.cos„.„ = o, 


résulte F équation plus générale 


cos,,, cos,,, 
cos,,, cos,., 


• cos P '„ 
■ COS,,„ 




cos,,., cos„,, . . . <os„,„ 


<pii exprime la dépendance entre les angles formés par 
n ■+■ i droites (plans) lorsque n de ces droites (plans) sont 
parallèles aux côtés (laces) d’un polygone (polyèdre) de n 
côtés (faces). 


(*) Carnot, Géom. de pus . , 35 g. Mémoire sur la relation t/ui existe t etc . , 
.18. Cette équation ne diffère qlie par la forme de l’équation donnée pur 
faq; range ' Sur les p>r . , 19} . 
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Dans la théorie analytique de la ligne droite, ou fait 
usage principalement des cas particuliers suivants : 

cos rs cos xs cos y s 
cos xr i cos xy 

cos yr cos xy i 
cos rs cos xs cos y s cos xs 
cos xr 1 cos xy cos xz 

cos yr Cos xy i cos yz 
co s zr cos xz co s y z i 

pour la détermination de l’angle de deux droites au moyen 
des angles que ces droites forment avec les axes coor- 
donnés. 

5. Du système d’équations linéaires employé au n° 3 
on peut déduire les rapports des côtés d’un polygone (ou 
des faces d’un polyèdre). D’après le § IX, 3 , en ayant égard 
au § VII, S, on trouve 

a, : a, : a, : . . . = p,,, : YpT» : V &,» : • ■ • , 

. (3j t , étant le coefficient de cos,,, dans le déterminant 

COS|,| COS r> , . . . COSi.rt 

COS-i, i COSj.j • • • COSj^n 

COS*., COS/i.2 . ... C05*,« 

Pour n = 3, (3,,, se réduit à sin| ,, (3,,. à sin; 3 , /3 8)S à 
sin* , , ce qui s’accorde avec la proposition connue sur les 
rapports des côtés d’un triangle. 

Si «> 3, et que le polygone soit plan, alors (3,,,, 
jBj,,,. . ., /3„,„ s'annulent (3), parce que n — i droites dans 
un plan forment un polygone de « — î côtés. Les rapports 

( * ) Magnvs, Anal. Gr.om . des Fiaumcs, IX, ( 7 ). — Fo»r un Mémoire rie 
l'auteur, Journal dr Ci elle, l. XT.YI, i/|.V 
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des côtés d’un polygone plan sont donc en général des fonc- 
tions indéterminées des angles formés par les côtés. 

Si n = 4, ei que le polygone ne soit pas plan, on a 

(S XVI, 2) 

^ . 

pM = sinJ 3<( p„=sin?, 4 , p 33 = sin; j4 , p tt =sinî, 3 . 

On a par conséquent, en n’ayant égard qu’à la valeur 
absolue, 

Æ| , o? # , éij — suijjj . sin*,;, 4 . sm, M i sin ( -; 3 , 

d’où l’on déduit la relation tétraédrométrique correspon- 
dante, qui donne les rapports des faces d’un tétra’èdre (*). 

En vertu de la proportion que nous venons de trouver, 
on a (1 ) 

Æ cos^, -+• \ ! h. , cos,, ; -(- ... + \j fi„,„ COS ? ,„ == O , 

les signes de tous les radicaux étant déterminés par lé signe 
d’un quelconque d’entre eux. Dans le' cas le plus simple, 
on a 

sin, 3 cos,,., -l- sin.,, cos,,,, -t- sin,, cos,,,, — o , 

formule eortnue de goniométrie. 

6. La position du poiutP par rapport au tétraèdre OABC 
est déterminée avec ambiguïté par les trois distances AP, 
BP, CP. La détermination devient complète, lorsque l'on 
connaît en outre la distance OP, dont le carré est lié avec 
les trois premières distances par une équation du troisième 
degré (3). Si l’on désigne, d’une part, 

AP' , BP’ , CP’ ; 

OA’ , OB’ , OC’ , OP’; 

OA.OP.cosAOP, OB.OP.cosBOP; OC.OP.cosCOP., 


(*) Bk LT sr.HNtinLK , Géométrie^ 77. 
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respectivement par 


su Su Su 

tf|| , II]! J Hjj) A J. 

A| » A, , ^ai 

ei d'autre part, les coordonnées des points 

A, B, C, P, 

par rapport à trois axes menés par le point O, par 
•t'u Zi j *r,, -, Xij ^39 x t y , z 1 

il existe, entre les deux manières de déterminer P, .les re- 
lations suivantes (*). 

On obtient d’abord, par des considérations trigonomé- 
triques, les équations . , 

(I) 2h,=à„ + /i— g,, 2 A, =<»„-+- A— g 7 , 2A,= tf 33 -+-A— g s , 

auxquelles il faut joindre, pour la détermination de A, l’é- 
quation (3, IV) J 

h /i , h t //, 

A, a 1," « l2 « u 1 

h, a,. //,, a,, 

A, flci 

eil désignant 

OA.OB.cosAOB, OA.OC.cosAOC, OB .OC cos BOC 
respectivement par 

e 12 , */i3 , n,;i . ; 

Ou trouve de plus, par la projection orthogonale (voir 

§ XVI, 4), 


(U) 


(III 


i A, =.rX| -+- Y Y, r+-îZ,,, 

h , ZZ JT Xj Y-.. -|- Z Z? , 

I /i,= .tX, +/Y 


( " ) Lagrange, Su/ /<*.« ////•., tS. 
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en posant, pour abréger, • 

x, -J- y t cos xy -+- z, cos-rz — X, , 

x, cosxy +y, -I- z, cos yz — Y, , 

x i cos xz -\-y , cos y z 2 , —Z,, 

et de même pour les autres. 

On a réciproquement (§ IX, 1 ) 

f Kx = h, (x,) + *,(»») + MX»)»’ 

(IV) ‘ Ky = K (Y.) +A,(Y.) + *»(Y>). 

' R* =h, (Z,)-|-/i,(Z,) -f- A, (Z,), 

en posant 



L 

X, 

Y, 

Z, 


-r. X, 

1 


1 

COS ry 

cos xz 

R = 

X, 

Y, 

z. 

= 

x , y, 



COSXf 

1 

cos yz 


X, 

Yz 

Z, 


** y 3 



ooArs 

cos yz 

I 





= 

: 6 OABC sin 

.xy. 

< 

“ 9 




et désignant par (X,), . . . les coefficients de X, , . . . dans R, 
lesquels peuvent se développer d’après le § VI, 5.' 

Si, en particulier, P est le centre de la sphère circon- 
scrite au tétraèdre O ABC, on a g, — gt= gs = h , et par 

sui te h j = - 0 \ t , ■ hf — — <i, s , /i s = — n 33 

2 2 2 

7. La position du point P par rapport au tétraèdre 
OABC est complètement déterminée par scs distances à 
trois des faces du tétraèdre, en comptant positivement les 
distances normales dirigées vers l’intérieur, négativement 
les distances normales dirigées vers l’extérieur (ou vice 
versd). Désignons, d’une part, les faces OBC, OCA,OAB, 
CBA par f, , ft, Ji , f\ les distances du point P à ces faces 
par />, , p , , p t , p 5 d’autre part, les coordonnées des points 
A, B, C, P, par rapport à trois axes passant par O, comme 
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précédemment : on a, entre ces déterminations de P les 
relations suivantes (*). 

Posons, comme au § XVI, 7, 

oabç : obcp : ocap : oabp : cbap = i : p, : p, :'p> i 

6 OABC = V sin xyz ; 

on en tire 

i : : (a, : P, : n = v sin xyz : 2 fp,: 2/,/>, ; 2/, p t \ i.fp , 

V— 

Pi v = 

1 sm xyz 

On a, par celle substitution, 


^ sl 
* *1 


' P — SiX -4- rt,y Ç, z, 
sm xyz 


(l) 


sin xyz 

ifiPi f H- Ç, z , 


\ sm xyz 
et réciproquement 

1 -x V sin xyz =f p { x, -+-/ : p J x , 4-/,p, x, , 

III \ V V sin xj: =/ p, y , -+-/,/',/> -+-f>p>y , , 

I -ï V sin xrz z=f,p,z, -\-fipiZi +f^p,z 3. 

2 

En vertu de l'équation p 4- 4- 4” 1 > ° n a 

N* , S 

(III) fp+fp* 4-/ 3 /»>4-/»P3 = 5 Vsi n*r z 

Si, en particulier, P est le centre d’une sphère tangente 


(*) Lacaasge, /oc . cil., ï/4. 
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aux faces du tétraèdre, les valeurs absolues de p, p lr p it p , 
sont égales entre elles, tandis que les signes de ces quan- 
tités diffèrent suivant que les diverses faces sont touchées 
intérieurement ou extérieurement. En désignant par p le 
rayon de la sphère inscrite proprement dite, on a 

(/-*-/ H-/> +/3). 0 == — V sin xyz, 

2 

(/ 4-/ -+-/j 4-/j ) x =/ x, +/, x, 4 -fi x, , 

(f+f .-yf*-\-fi)y —A iti -K/j 

{f +./■ 4-,/i 4-,/j) z — /i z i -\~f 1 Z 1 +/,*,- 

Si p' est le rayon de la sphère qui touche extérieurement 
la face f, et intérieurement les autres faces, on a p= — p', 
p t — pi = p t = p', etc. En faisant toutes les combinaisons 
de signes possibles, on trouve onze rayons, dont six sont 
égaux deux à deux, et huit rentres. 

8. Les relations qui existent (*) entre les coordonnées g t , 
g t , g , , ou h , , h , , /i, (6) dp point P, et les coordonnées 
u, , p, , pt s , ou p t , p t , pi (7 ) du même point, s’obtiennent 
par la substitution des valeurs de x, y z , trouvées au 
§ XVI, 7. dans les expressions que l’on vient de trouver 
pour h , , Aj , A, . Dans la formule 

A, = p, (x, X, 4-Ji Y, -f-'z,Z, ) 4 - p, (x, X, 4-/,Y, 4 - z 3 Z,) 

4- p 3 (x,X, 4- Y, H— ZjZ ( ), 

le coefficient de p, a pour valeur OA 1 = a „ , le coefficient 
de p, pour valeur OA .OB.cos AOB = a,,, etc. [Démons- 
tration, § XVI, 4). On a, d’après cela, 

| A, r=p,a,,4 p,o„4-p 3 oo> 

(I) ' h, '= p, a, ,4- P7aü4- p 3 07 j, 

' A, =• p, 4 - p,o» 4- p 3 <Jjj- 

1 J 

(*) Lacrance, /oc. cil ., 26. 
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Au lieu de développer le déterminant que l’on doit égaler 
à zéro pour calculer h (6), on. peut poser immédiatement, 
comme ei-dessus, - 

A = atX jY-t-zZ, 

et il vient 

A = (x, A, + [t, A, 4- (*.! A, 

* V i , 

= «n-+- 2fi, (i,a„-t-2fi l (/ 3 fl,,-|-2p,fi,« r ,. 

Réciproquement (§ XVII, 7 ; § IX, I ) on a 


«Il 

a, 2 

«u 

• 


«Il 

a ï 7 

«« 

= V’sin’.r/z, 

• 

«IS 

<*7.1 

«il 




t fi, V’sin’-r/z = A, a,, A, a,, H- A, a„ , 

(III) < ji, V , sin J x)-z = A, a„-f- A,a„ ■+■ A, a„, 

( (», V’ sin 1 .rjz = A, ai, -f- A, a M -t- A, a„ , 

a u » a u» ••• étant les coefficients de a t i , a, s ,... dans le 
déterminant qui exprime V^in’ajyz. 

Au moyen defc substitutions. 

ft,Vsina-xz = afp,, etc. . (7), 

a„' = 4/:, «,, = 4/,/, cos,», etc... (§ XVII, 3; § XVII, 18), 

on déduit des relations ci-dessus les suivantes 

| ^ h,V smxyi=fp y a\i-\-f, p,a\,-\-f p,a ti , 

( IV ) '! ^ A, Vsina-jz /i, a,„ 

f A : ,V sinjr/z=yi/»,n,j f, p,a n -\-f, p a n , 

\ h V^sin’-r/z —f\ p‘a„ +f\p\a„ +f\ p\ a„ 

■+• tfA/hPitl,, -h îfAji,P*a n -h îf,f 3 p,/h"n 
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et réciproquement 

/;, V sinaryz = /<, f -+■ A ,/,cos„ -+- A,/, cos n , 

^p,yûnxjri = h l f l c<K, i -\-lhf, -+- /ij/.cos..,, 

^/jjVsin.r/* = /(, / cos, 3 -+- A, /, cos, s -+- A,/,. 

9. La relation entre quatre points A, B, C, D d'un 
même cercle peut s’exprimer au moyen des propriétés des 
angles, des distances ou $es aires, qui sont déterminés par 
les points en question. D’après un théorème connu, con- 
tenu dans les Éléments d' Euchde, la différence des angles 

ACB — ADB = o ou = i8o°, 

d’où en général, 

(I) 2(ACB — ADB) = o (*), 

lorsque les points donnés sont sur un même cercle, et que 
l’on prend avec le même signe les angles* décrits par des 
rotations effectuées dans le même sens. L’angle zéro équi- 
vaut à 36o Q . 

De plus, d’après le théorème de Ptelémée (jd/rna- 
geste, I, 9), on a 

(II) \p -+- V? -4- \/ r = o, 

en désignant par p, q, r les produits des carrés des droites 
opposées qui joignent les quatre points du cercle A, B, C, D. 
On tire de cette équation l’équation rationnelle entre les 
carrés des distances mutuelles de ces quatre points. On 
peut établir une équation analogue à cettp dernière entre 


( * ) "Moebius, Kreisverwandischafi, § XIV . 
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les carrés des distances mutuelles de cinq points d’une 
sphère. . 1 

Ou connaît enfin les relations entre quatre points d’un 
cercle ou cinq points d’une sphère, et nn autre point quel- 
conque : la dernière de ces relations est contenue dans uu 
théorème de Feuerbach ( Untersuchung der dreieckigen 
Pyramide, p. i5), qui a été reproduit par Cayley ( Cambr . 
Math. Jour., H, p. 268) et par Luehterhamlt (Journal de 
Crellc , XXI11, p. 370). Ces memes relations ont été 
déduites des principes du calcul barveentrique par Mübius 
(Journal de Cre/le, XXVI, p. 26). Voici la méthode de 
Cayley, fondée sur F emploi des déterminants : 

Supposons que les points A. B, C, I) d'un cercle soient 
donnés, par rapport à itn système d'axes rectangulaires, ' 
dont l’origine est O, par leurs coordonnées (x, y), 

(.r,, y»), (x S | Js). On a, comme on sait, 

* r % . . 

• a * * • . • • • I • , • »«. . 

x 1 -+- y* —■ a -T- hx cy , ^ 

x\ H-y? = a + bx,-\r cy„ ' . • « 


. +•/!*= a 4- -h o :; , 

et par suite (§ IX, 3) 


dIU) 


*Ÿ+r\ 


* j 

*> .r, 




*i Ta 


Le développement de ce déterminant, d après le §111, (>, 
donne, en ayant égard au-.§ XVI, 5, 

1 , ' 

OA* . BCD . — OB 2 . CDA -+- OC 2 . DAB — OD 1 . ABC = o 

En construisant OP perpendiculaire au plan du cercle, et 
ajoutant à l’équation précédente l’identité (§ XVI, 5) 


OP 2 (BCD — CDA -+- DAB — ABC) Je o, 
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il vient 


SEÇOXDE VAHT1E, XVI». 


(IV) PA* BCD — PB 1 . CDA 4- PC 1 . DAB — PD 2 . AÏtC=;’o, 

P désignant un point quelconque dé l’espace. Gn a e.n par- 

ticulier, lorsque P coïncide sAec D, . 

'** •/ * * . * _ / 

DA 1 .BCD 4- DB*. CAD -f- DC*. ABD = o. 

Soient donnés pareillement les points A, B, C, D, E d une 
sphère, rapportés à un système d’axes rectangulaires, par 
leurs coordonnées (x,y, s), etc. •• . Des équations 


. 

4-J 1 -h z 2 == Q -H bx -4- cy -f- dz, 

. . r • .• v * ; " : > 

..... n . . . , ; 

xJ -4-' r} 4- i\ = a 4- Ar, -f- «y, 4- dz„ 


il résulte 

(V) 


x 2 -h y’ 4 - f 2 i 


+ z ! 


. = O. 


X, J, a, 

En développant ce déterminant (§ XYl, 6), il vient 

, ' •' 

| OA’ BCDE 4- OB’.CDEA 4- QC’.DEAB 4- OD'.EABC 
1 ’ + OE 2 ABCD = o, 

• *. 

0 désignant un point quelconque "de .l’espace. D’après les 
notations adoptée^ au § X\I, 7, ou. a ; % 

« p,OA’ 4- piOB 1 -4- fijOC’ -Kf*OD î = OE 1 p 

c’cst-à-dire que, si p, p, , p,, pj sont les coefficients coor- 
donnés de E par rapport à la pyçamide DABC, alors, pour 
tous les points O d’une sphère décrite du centre Ç, la 
quantité pOD* 4- piOA 5 4-^,0B* -f- p,OC’ est constante 
(Feuerbach), On a en particulier 

■ i f . ■ . ' • 

Al } 2 , CDEA - 1 - AC 2 DEAB 4 - AD 1 ■ EABC 4- AE 5 A BCD = o,' 
^iDA’ ^ ^DB* 4 fi,DC ! = i)F/. 
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E11 multipliant les déterminants (III) et (V) respective- 
ment par 


i*t par 



2.2T, 

. . -*« V . \ 

— 2 y 

XÎ-ftJül, 

— 2X S , 

* — 2 y. 

l .* 



1 A 

2x, — »r, 

* 

, ' , 

• V 

; — 

2X r , - 

-27,, 


on trouve (§ VI, 3 ) 


* . 

^0* • 


«. * 

( 4 »< > • 

^04 


* • , 


et 

• » > j 




^LtO • 


^111 • 

■ • 


(bit faisant, dans le premier cas, 

d,„ — x' + y 3 -I- x-' y 1 —2.x 1 2 y' = o , 

rf„ = x? -+- y 3 + x]’+ y] — 2xr, — 2 yjê , = AB-, 
dn — x 2 -t -yl -+-*• *f y\ — 2'XX, — 2 yfy, = AC’, 

etc. ... : • ' - 

• * * ?,»/.«•* ‘ * * . , ? 

et dans le second cas, ,• ,• . ' . » . 

-t-x’ -(-2 2 — ta:’ — 2./’ — 2z’ = O, 

fl„, == x 5 -+-/’ + z 2 -t- -+-z| — 2Xx, — 2.7J, — 232, = AB’, 

etc.,... X , ■ • : . , 

Par conséquent l’équation annoncée entre les distances 
mutuelles de quatre points d’un cercle sera (Cayley) 

. o itot d 9i d 0 i 

d„ ■ O d, r J,', I 

dp* • du o 
d„ du dt, o 

• : , > ’ t. *»-- - > 

.i#,-,* désignant le. carré de la distance du point au 
L’équation analogue entre las distances mutuelles de 


(VII)'.. 


i* 

== 0 , 
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cinq points d'une sphère sera (Cayley ) 

O fi t | fi t j ■ ■ fin 

d vt o fin ti ilt f i t i 


(VIII) 


fin'/ d{ i O ' fi/j\ dn 

d„! dn fi. 

t 

<■/,. rf, 


ï« 


O 


lies déterminants peuvent se développer d’après le § V, 2. 

10. Les relations trouvées 1 , de' (III) à (VIH), ont lieu 
pour les points d’une ellipse ou d’une hyperbole, d’un 
ellipsoïde ou d’un hyperboloïde (*),ch divisant le carré de 
chaque distance par le carré du dorai -diamètre qui lui est, 
parallèle. r 

* * * - • ' 

Démonstration. — Si, au lieu de la sphère, on considère 
une des surfaces du second degré dont nous avons parlé, 

. et que les coordonnées orthogonales soient parallèles aux 
axes principaux de la surface, l'équation 

* • " . . > 

, x 7 -+-y* -t- z 1 = a bx -4- cjr dz 

se changera en celle-ci, .' ; 

(=)V e *' (;)’ = ' + **• 

sets, désignant l’unité positive ou négative. Il siensuit 
que, dans l’équation (V), ar’-t-y’ -f- s* sc trouve rem- 
placé par 

(i) +s (l) 

Soil maiiit^lfeiit MA^le demi -diamètre de la surface nui 


( * } l/rxlenaion des proposition* précédente* i» l'ellipse cl à IVHipsoidt* a 
H#» remarquée par Bn»*chi (.Journal de Ürclfc t t. L, p 


' » 
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a la même direction que OA, et soient, de plus, p , 9, ries 
coordonnées de A, par rapport aux axés principaux de la 
surface. On a, par des propositions élémentaires, 

x ; y : z. : OA = p : <7 : r : MA, . 

Mais", à cause de la relation connue 

011 a ' . - • , > : 

(«) +Ê (j) + ''{ï) 

Par conséquent, dans (IV) et dans (VI), on introduira ■ 

OA 1 OB’ Ofr * 

mX;’ My’ mc; 

» 

au lieu du OA’, OB’, OC’,..., les autres quantités ne 
subissant aucun changement. 

F.11 multipliant ensuite le déterminant 


x y *. 

T + ‘ 57 + s l TJ >■ 1 , x >. 7 » 

P 2 7 : 


-7+ È ‘-^+ <1 71 ' • r », /(, 

n* * n 7 *v f 


par le déterminant 


* ,• — 
' «’ 




a* _ i 
'<*’ ' . a' 


r 1 

~2 , 

f 4 • 7 


y ■* . 

V + ‘-# +£ "F- 


X 4 r< Si 

- ?i '7 


(*) ('elle prof»ruîIr a plo indi'pu'r par JnnrhitnsMial, hmi nui de Crptle, 
t. Xi, p, 3:*. ' * 
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il vient 1 expression 

dm * ■ î, 


( ^i) • ■ ' 


en posant 


r 


»5- 




+ 6.' 2 2«- 2 S, — 

7’ «’ f 7 

.r 1 )' z’ x; r? *) 

</»i ==•—-(-* 's; -h *i ~ t* r + , ô 7 -t- *i ~ - 

a 7 . p 7 7 * a 8 p* y 


y y i 

— 2 s 

P ! 


— ae, 


expression (jue l’on trouve, comme ci-dessus, égale à AJB* 
divisé par le carré du demi -diamètre parallèle à AB; et 

ainsi de suite. . • ; . , ^ 

• * \ ' 

H . Une section Conique du second degré est déterminée 
par un de ses loyers O et par trois autres points A, B, C; 
par conséquent quatre points et un foyer d’une même co- 
nique doivent avoir entre eux une certaine relation. La sur- 
face de révolution du second degré qui résulte de la rotation 
d’une section, conique autour de son axe principal, est dé- 
terminée par un de ses foyers O et par quatre autres points 
A, B, C,.I), de sorte qu’il doit exister une relation entre 
cinq points d’une pareille surface et l’un de ses foyers. Ces 
relations ont été indiquées et démontrées par Mobius ( Jour- 
nal de Civile, t. XXVI, p. 29): 

O11 peut déduire ces relations de ce théorème connu, que 
je rayon vecteur OA = r d’une section conique ou d’une 
surface de révolution de l'espèce indiquée est une fonction 
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linéaire des coordonnées x , y. ou x, y, z du point A, par 
rapport à. des axes quelconques. Soient x,, y, ou X,, y,, 2, 
les coordonnées de B, etc .... ; on a 

r = a -H Jx •+■ ejr , r =z a bx ejr -f- dz , _ 

r, = a -+- -bx, rt- cry, ► 

_ • V I 

r, ar «--h bx t + ey,, .... 

= a •+• bx, -t- cy, ; r, = a bx, cy, -+- dz, ; 

par conséquent (§ IX, 3), 


■ o. 


r 

X 

X 

' 

r 

X 

X 

Z 

r % 

±( 

Xi 

= <v 

r , 

X( 

Xi. 

3 « 


X, 









( 





rr 

X., 

r. 


r, 

X, 

X* 

z i 


c’est-à-dire X^ I, 5, (>) 

(I) OA.BCD — OB.CDA 4- OC. DAB — OU. ABC = o. 


(II) 


OA . BCDE + OB . CD F, A -t- OC . DEAB + OD . EABC 


+ OE.ABCD == o. 

Si A, B, C, D sont situés sur la surface de révolution, et 
eu même temps sur un plan passant par O, on a ABCD = o, 

ut ’ > . ; . 

BCDE : — CDAE : DABE : — ABCE 

= BCD : — CDA : DAB : — ABC, 

et par suite 

OA.BCD — OB.CDA -+- OC. DAB — OD. ABC =o; 

c’est-à-dire que la surface de révolution est coupée par un 
plan passant par un de ses foyers, suivant une ligne du 
second degré dont ce point est un foyer (Môbius, l. c.). 

12. La relation entre les distances mutuelles de cinq 
points dans l’espace a été donnée pour la première lois par 
Lagrange sous une forme trop peu développée; puis elle a 
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été traitée à plusieurs reprises par Carnot, sans que l’on 
parvînt à un résultat présenté avec clarté (3). La relation la 
qilus simple entre cinq points de l’espace A, B, C, D, E, dont, 
les coordonnées par rapport à trois axes quelconques sont 
'(*i }J r t, 2 |), (.r,,y,, z,), . . . , s’obtient en développant 
d’après le § III, 6, l’identité (§ II, -4) 

i i x, y, a, 
i i x, x > 

• r i ; .r s Xi .*» 

4 ' * / ' ‘ 

et interprétant, au moyen du § XVI, t>, les déterminant» 
du quatrième degré auxquels on parvient, ce qui donne 


, (l) BCDE 4- CDEA -t- DE/VB +■ EABC-t- ABCD=o, 

équation qui coïncide avec l’équation connue que l’on ren- 
contre au § XVI, 7. En exprimant les volumes de chacun 
• des tétraèdres en fonction de leurs arêtes (§„XVII, 14, co- 
rollaire I), on obtient une équation irrationnelle, dont le 
second membre est zéro, et dont le premier membre est la 
somme des racines carrées de cinq déterminants du cin- 
quième degré. Pour rendre cette équation rationnelle, il 
n'est pas nécessaire de (aire le produit dès diîïércntes 'va- 
leurs que peut prendre le premier membre, en vertu de 
l’ambiguïté des radicaux carrés. Il suffit, ce qui est préfé- 
rable, de multiplier l’équation (I) par un de ses termes, 
parce que le produit de deux tétraèdres est une fonction ra- 
tionnelle des carrés des droites, qui joignent les sommets de 
l’un des tétraèdres avec les sommets de l’autre (.§ X\ II, 14) 

L équation cherchée a été développée pour la première 
fois sous une forme plus simple par Cayley (Carrlbr. Math . * 
II, p. ab8). Par analogie avee la méthode donnée 


À ' . ' ' • * 
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au u" 9, (Jayley a multiplié le déterminant plus général 


par 


16 R 



0, 



1, O, 

O, 

O, O 


= 

* y 

*î -i-rï 

+ *: 

X,, 

„ y i ■ 

Z| y «, 


\ 

1, 

< -h r i 

+.«ï 

\ 

+ u lt 

y*, 

Z., «4 


I 



.. 

», O, 

O, 

0. 

O 


+r\ 

+*; + 

“N 

, — 2i,, - 

- 2 Xi. 

— 27,, 

« 2r//i 

* 5 4 


z\ -f- 

• • > \ • 

“î> 

, — 2 .r s , - 

- 2 r, , 

— 2î il 

— i«s 


On trouve ainsi (§ VI, il) 


/fiiu • . • Aa. 


— i ti R ! = 

I 

Ajo • • • Aü 

où Ton a h L>i = h k t (§ VI, 2), et de plus 

A„# — o , A„ — x , A„ — i , « • • , A u , — - i , 

A, i — Aj, — - . . . n A SJ — ■ o , 


hn — x\ + z ) + u ) -+-*î +rî ■+•*? -+-«ï — 2X, JT, — 

■ 2 v i 2j ~ 2 Wj /(j 

= (•*. — ar,);-4-(jr, — — z,) J + («, — «,)>, 

etc.... ... 

Si les quantités indéterminées u, , «, sont 

nul les, R s’annule pareillement (§ III, 2). Si l'on consi- 
dère en même temps x, , jr,, z, comme les coordonnées 
rectangulaires du [joint A, etc. . . . , on a l i,- s == AB’, -etc.. . . 
En désignant les carrés des distances du i" point au 2 % 
au y , . . . , comme ci-dessus, par rt lt , <7,,. . on a ré- 
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quation cherchée, 



O 

l 

i 

I 

I 

l 


1 

o 

d, ; 

d„ 

<*14 



I 

fi | ; 

O 





I 


d„ 

O 

fin 


r 

*1 




O 



1 

d, 4 

d !S 

4* 


O 


On peut développer ce déterminant d’après le § V, 2, ou 
simplement d’après le § 111, 1 . Dans ce dernier cas on trouve 


Æ«i 4- 4- S tl 4- 4- S„ — o, 

en désignant par Ooi » ^02 J • * • les coefficients qui multi- 
plient dans le déterminant les éléments de la première ligne 
horizontale. Mais on a, dans le cas d’une notation analogue 

(S vil, 5 ), 

• Va, . “ I \/à 7 } I . )/ Su . \/<îsj , 


puisque le déterminant est nui, et que <i 1;I = , d’où ré- 

sulte â iyl = ô lyi (§ 111, 9). Par conséquent 

4- 4- 4- V <^4* 4- fëît — o, 

ce qui s'accorde (§ XVII, 14) avec l’équation (1). 


Corollaire. — On trouvera de la même manière les 
équations entre les carrés des distances mutuelles de quatre 
points A, B, C, D d’un même plan, ou de trois points 
A, B, C d’une même droite (§ XVII, 13, 14). ,On trouve, 
m ellèt, dans le premier cas, en conservant les mêmes no- 
tations, ' ., 

, O 4 I I I 

t . o d,, d,, d,, j 


| I é/|j O f/j, f/j, j — - o, 

i > 'fr, O du j 

j t d,, d„ d„ o ! 
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V 1 1 H - A» •+- v 3 :l ^ -+- y 3 h — o, 
ce qui s’accorde avec 

BCD — CDA + DAB — ABC = o, 


dans le second cas 


I I 


y> 

T 1 

X, 

y* 

1 1 

*3 

y> 

1 1 


y « 

0 I 


i 

1 O 

du 

d, 

I </„ 

0 

d> 

I d, 3 

rf» 

O 


o; 


Au + Au + y/IT, = o, 

ce qui s’accorde avec 

AB -f- BC -H CA == o, 

i i x { 

I I x 7 

I I -r 3 

Ces équations peuvent s’obtenir aussi au moyen du n° 9 
(VII et Vin). Si, en effet, de cinq points d’une sphère, l’un 
est situé à l’infini, on a par exemple 

^ d 0J d 0 i d ei 

\ d a i d nt d 9l d 0 , 

èt les quatre autres points sont dans un même plan. Et si, 
de quatre points d’un cercle, l’un est à une distance infinie, 
les trois autres points sont sur une même droite. 


FIN. 




641598 
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